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ENLACEMENTS DU MOUVEMENT BROWNIEN

AUTOUR DES COURBES DE L'ESPACE

JEAN-FRANCOIS LE GALL ET MARC YOR

Abstract. Limit theorems are proved for the winding numbers of a three-

dimensional Brownian motion around certain curves in space. In particular,

the joint asymptotic distribution of the winding numbers around two curves is

obtained. This joint distribution generalizes the asymptotic law of the winding

numbers of a planar Brownian motion around two points, which has recently

been given by Pitman and Yor. The limiting distributions are closely related

to the time spent by a linear Brownian motion above and below a multiple of

its maximum process. Proofs rely on stochastic calculus for continuous semi-

martingales.

1. Introduction

Soit B = (X,Y,Z) un mouvement brownien à valeurs dans R . Le but

principal du présent travail est l'étude asymptotique du nombre de tours de

B autour d'une courbe (T) de l'espace. Nous nous restreindrons à une classe

assez particulière de courbes: nous supposerons que la courbe (Y) est donnée

par une équation de la forme (x ,y) = f(z), où la fonction /:R-»R2 est de

classe C   et vérifie certaines hypothèses précisées plus loin.

Soit W le processus plan Wt = (Xt, Yf. Nous appellerons processus

d'enlacement de B autour de la courbe (T) toute détermination continue

G = (6t,t > 0) de l'argument de Wt - f(Zt). Le choix de la valeur initiale

dçy importe peu puisque nous nous intéressons à des propriétés asymptotiques.

Nous noterons simplement:

et = Arg(Wl-f(Zf).

Pour que cette définition ait un sens, il est nécessaire que WQ ■£ f(Z0) p.s.

Inversement, si cette propriété est satisfaite, on a Wt ^ f(Z~) pour tout A,

p.s. En effet, la courbe (T) est de capacité newtonienne nulle, puisqu'elle est

réunion dénombrable d'ensembles de mesure de Hausdorff linéaire finie.

Notre définition du processus d'enlacement est facile à justifier dans le cas

particulier où  (T)  est une courbe plane.    Supposons par exemple f(z) =
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e-,
1 2/+1

(fx (z), 0), pour tout z e R. La courbe (T) est contenue dans le plan {y = 0}

et délimite dans ce plan les deux régions:

Px = {(x,0,z);x<fx(z)},        P2 = {(x,0,z);x>fx(z)}.

Définissons par récurrence

7*0 = 0,        T2i+X = inf{A > T2j;Bt e />,},        T2i+2 = inf{A > T2¡+x ;/?, G P2),

et posons

( +1 ( <0
hi = (   _ 1       Sd0n qUe Ys{    > 0      1Uaild S -» T2M >  S < T2>

( +1 (  >0
e2,+l = {   _ j       Sel0n qUe Ys{    <0      ^Uand J -» 72,+2 .  * < r2i+2 •

La quantité Nt = 2~2{¡T<t}£i représente le nombre de demi-tours (comptés

avec leur signe) effectués par B autour de (T) avant l'instant A. On voit

aisément que \6t - nNt\ < const., ce qui montre que l'étude asymptotique de

Nt équivaut à celle de 8t.

Lorsque / est une fonction constante, l'étude asymptotique de 9t est celle

du nombre de tours d'un mouvement brownien plan autour d'un point. Ce

problème a été étudié par de nombreux auteurs: voir notamment Spitzer [19],

Williams [20], Durrett [2, 3], et Messulam-Yor [16]. D'après [19], on a dans ce

cas particulier,

(La) ¿-e, S Cx
logt   ' '^™+ oo

où C, désigne une variable de Cauchy de paramètre 1 et (d) indique la con-

vergence en distribution. Notre premier objectif est d'étendre le résultat limite

(La) à la situation plus générale de l'enlacement de B autour d'une courbe

(x,y) = f(z). Nous montrons (Théorème 4.2) que (La) reste vrai à condition

que / satisfasse l'hypothèse suivante:

!(i) Il existe deux constantes C > 0 et a > 0 telles que, pour

toutzeR, \f(z)\<C\z\~a,

(ii) ¡f™ \f(z)\dz<œ.

L'assertion (i) entraîne, éventuellement avec un autre choix de la constante C

que, pour tout z e R,

|/(z)|<C(l + |z|/?),

en posant ß = l - a, si a ^ l , et en choisissant ß > 0 de façon arbitraire, si

a = 1. La courbe (T) admet donc pour direction asymptotique la droite (D)

définie par l'équation x = y = 0. Il est alors naturel de chercher à comparer

les enlacements de B autour de (T) et (D). A nouveau, le cas très particulier

de ce problème où (T) est. simplement une droite parallèle à (D) a déjà été

étudié: on est alors ramené à l'étude asymptotique des nombres de tours d'un

mouvement brownien plan autour de deux points.   Ce problème a été traité
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en détail par Pitman-Yor [18] (voir aussi Le Gall-Yor [12]). En revenant à la

situation générale, on peut se demander, dans le cas où (F) admet (D) pour

asymptote (i.e., lim,,   ^ \f(z)\ = 0 ), si les enlacements de B autour de (T) et

(D) sont "asymptotiquement proches." Précisément, si 6° désigne l'enlacement

de B autour de (D), a-t-on

(î.b) ^—(d,-eü,) {^ o?
V    .   ' lOg AV    ' ' ' t^oo

Une réponse assez satisfaisante à cette question est donnée dans la partie 5,

où l'on étudie plus généralement la loi jointe des enlacements, notés B, d', de

B autour de deux courbes (Y), (ff) associées respectivement à des fonctions

f et g qui satisfont l'hypothèse (H). Sous l'hypothèse supplémentaire que

(Le) lim   ___log|/(z)-g(r)| = flG[-oo;l[
|z| —oo lOg IZ|

nous montrons (Théorème 5.1) que

(1'd) ïôgi^''^ /Ho KK) + o)2(o2),(o\(a[) + œ2(o2))

où cox, œx, œ2 sont trois mouvements browniens réels issus de 0, indépendants

et indépendants de ax, o\, o2, et la loi du triplet (ox,ax,o2) (qui dépend

de a ) peut être décrite comme suit. Soient ß = (ßt, t > 0) un mouve-

ment brownien réel issu de 0 et ß le processus du maximum de ß: ßt =

&wp{ßs,s < A}. Soient aussi a = inf{t > 0;ßt = 1} et ff^ le temps local

en 0, à l'instant o , de la semi-martingale ß - aß . Le triplet (ox ,o'x,o2) a

même loi que

\(liyTx,\(l^T2,joai(ßs>aßs)ds),

où 7*, , 7*2 désignent deux variables aléatoires indépendantes et indépendantes

du mouvement brownien ß , et ayant même loi que a , c'est-à-dire

_1__      „-1/2/

(27IA3)1

En particulier, chacun des deux couples (ox, of), (o'x, of) a même loi que

QH" I(ß5 < aßf ds, f I(ßs > aßf) ds^j .

La loi limite de (l.d) peut aussi être caractérisée par sa transformée de Fourier

E[expi(Xxœx(ox) + X\ofx(o'x) + X2œ2(o2))]= UhXfâ + (\XX\ + lAil)^-^J

où a = 1 - a, et nous utilisons ici la notation française: chx = \(ex + e~x),

shx = j(ex - e~x). L'étude de cette loi limite conduit à de nombreuses ques-

tions intéressantes sur le mouvement brownien linéaire et son processus du

P(Uedt) =-r-T7rC   '   dt,    pour U = T, , 7*, ou o.
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maximum. Ces problèmes sont abordés dans la partie 6 et seront développés

dans un article à venir [14].

Les deux variables limites qui interviennent dans ( 1 .d) coïncident seulement

lorsque ox = a\ = 0, ce qui se produit si et seulement si a = -ce. Autrement

dit, sous l'hypothèse (Le), la famille (logA)-1(0( - d'f converge en probabilité

vers 0 si et seulement si a = -oo . En revenant au cas particulier où (Y1) est la

droite (D), on voit qu'une condition suffisante pour que la convergence ( 1 .b)

soit réalisée est

pour tout   a>0, lim  |z|a|/(z)| = 0.
|z|-»oo

Lorsque a > -oo, le résultat (l.d) met en évidence une décomposition asymp-

totique de l'enlacement 6t qui est très semblable à la décomposition en "grand

angle" et "petit angle" introduite par Messulam et Yor [16] et utilisée systéma-

tiquement par Pitman et Yor [18] dans l'étude des nombres de tours du mouve-

ment brownien plan. Le rôle du grand angle est ici tenu par la variable cofof)

qui représente les enlacements communs de B autour des deux courbes (Y) et

(Y1) (un peu comme le grand angle prend en compte les tours effectués par un

mouvement brownien plan simultanément autour de deux, ou plusieurs, points).

Le rôle du petit angle est joué par la variable cofof qui représente les "enlace-

ments spécifiques" de B autour de (Y). Insistons sur le fait que l'expression

"enlacements spécifiques" n'a de sens que parce qu'on s'est donné une seconde

courbe (Y1) et qu'on distingue entre les enlacements communs à (Y) et (f)

et les autres.

Revenons à la situation où g = 0, i.e. (Y1) est la droite (D) = {x = y = 0} .

La condition (l.b) est certainement satisfaite si on impose la condition plus

forte

(Le) (6i - 9t , t —> oo)   converge p.s.

qui a lieu si et seulement si

<1J> ,limlr!îr = 0'  p-s-
/-►oo      [ W \

Supposons pour simplifier que, au moins pour z assez grand, on ait \f(z)\ =

\zy h(\z\), où h: [0;oo[—► [0;oo[ est décroissante. Une application simple

du Théorème 1 de Spitzer [19] montre que la convergence (Le) a lieu si et

seulement si

,.   ^ f°°       du
(Lg) I   ÄÄM<0°-

On voit facilement que la condition (Le) écrite avec g = 0 et a = -oo est

satisfaite par de nombreuses fonctions / qui ne vérifient pas (l.g). En d'autres

mots, les angles autour de (Y) et (D) peuvent être asymptotiquement iden-

tiques, au sens où ( 1 .b) est vérifiée, sans que la convergence ( 1 .e) ait lieu.
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Une question très naturelle, qui nous a été posée par le referee, consiste à

remplacer la condition (Le) par

1

(Le')

lim   ,
:^+oo log Z

log|/(z)-g(z)| = a i -

lim
1

log\f(z)-g(z)\ = a2,
z-.-oo lOg\z\

où ax,a2 G [-oo; 1[ (et ne sont pas en général égaux). Les arguments de la

partie 5 suggèrent que, sous l'hypothèse (Le'), la convergence (l.d) a encore

lieu, la loi limite étant maintenant caractérisée par:

E[expi(Xxcox(ox) + Xxojx(ctx) + X2co2(of))]

= ̂ ^+(1^1 + 1^1)^1 y2a' [chx2ä2+(\xx\+\fx\)^i
-1/25,

où ax = l-ax â~2= l-a2. Nous ne développerons pas ici cette généralisation,

qui paraît nécessiter un travail technique sensiblement plus important que celui

de la preuve de (l.d).

Les preuves de (La) et (l.d) reposent essentiellement sur le calcul stochas-

tique. Si (<P; ; A > 0) désigne une détermination continue du logarithme com-

plexe le long de la courbe (Wt - f(Zt) ; A > 0), c'est-à-dire

(l.h)

on a

Q>t = log\Wt-f(Zt)\ + i6t,

J(ri ço (*) 7o'(W-f(Zu);u<l) 1*1 ./0       Wu~fiZu)

où le signe § désigne l'intégrale stochastique au sens de Stratonovitch (l'inté-

grale de dt,jt, le long de la courbe (Wu-f(Zf),u<t) est la limite en probabilité

des intégrales le long d'une suite d'approximations polygonales, et cette limite

est une intégrale de Stratonovitch; pour une preuve détaillée de l'identité (*),

voir par exemple Yor [22]). On a donc

(l.i)
'       °     h     Wu-f(Zu)        2j0  \wu-f(Zu)j   aU>

la première intégrale étant maintenant une intégrale d'Itô. Ensuite, une observa-

tion clé est que, dans le membre de droite de la formule (l.i), le terme d'intégrale

stochastique par rapport à W joue un rôle prépondérant. Précisément, on mon-

tre que

(U)
1

;-sup
log A j<, 7o

dW„

o   Wu-f(Zu)

(P) 0.

Une fois ce résultat acquis, les raisonnements sont proches de ceux qui intervien-

nent dans l'étude asymptotique des nombres de tours du mouvement brownien
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plan (voir [12]).   On note ß + iy le mouvement brownien complexe obtenu

comme changé de temps de la martingale conforme (cf. Getoor-Sharpe [5]):

'      dW
(A>0)

/J{)h  Ws-f(Zf

par l'inverse du processus croissant (Ht;t> 0) défini par

Exactement comme dans le cas du mouvement brownien plan (voir par exemple

[12, Lemme 3.4]), on montre en utilisant (l.j) que, avec la notation c = \ log A,

(l.k) \H,-T(ß{c))  (-3  0
r t—»oo

où  T(ß[C>) ---- inf{s;ßf' ---■ 1}  et on utilise la notation de "scaling" ßf> =1S    = 1}  et on utilise la notati^"

(l/c)ß i    (s > 0). Pour conclure, on écrit maintenant

dWs        j_     _ (c)/j_

,  Ws-f(Zf      cr»,     7     vV"',i Im/'
c      7o

d'où, à l'aide de (l.j) et (l.k),

(Li) ¿7^-'(C)(:r^(C)))*So0'

ce qui suffit pour établir (La) puisque, pour tout c, y(c)(7*(/J"(c))) suit une loi

de Cauchy de paramètre 1.

Le point de départ de la preuve de (l.d) est le résultat limite (1.1) et son

analogue pour (r'), qui s'écrit

2    pi      .,'(c)/^-//,'(c)^^   C)

logt

L'idée de la démonstration est de montrer ensuite:

(1.1)' JLe't-y'(c)(T(ß'(c)))p  0.
loe A ' î—oo

,,       , , n(c)      (c)    ni(c)      i(c).     (d)     , „oo      oo     „/oo      /oo,
(i.m) (ß   ,y   ,ß   ,y   ) -► (ß   ,y   ,ß   ,y   )

c—►oo

où (^°°, y00 , ß'°° , y'00) est un quadruplet de mouvements browniens linéaires,

dont la loi est décrite dans la partie 5. Il découle de (l.m) que

(Ln) ]^(ei,e'l)i{So(y^(T(ß00)),y'00(T(ß'<x)))

et il ne reste plus qu'à identifier la loi limite de (l.n) avec celle de (l.d). La

partie difficile de la démonstration est la preuve de la convergence (l.m), et plus

précisément l'identification de la loi du quadruplet limite (ß°° , y°° , ß'°° , y'°°).

Pour cela on utilise les critères démontrés dans [12] et [18] permettant d'établir

que des mouvements browniens réels sont asymptotiquement indépendants, ou

au contraire asymptotiquement identiques, en un sens qui sera précisé plus loin.
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Le but principal du présent travail est l'étude asymptotique de l'enlacement

6t = Arg(Wt - f(Zf). Cependant, les méthodes employées peuvent aisément

être étendues à d'autres problèmes, par exemple à l'étude des petites valeurs de

\Wt - f(Zt)\ : voir [12, partie 6], pour une étude similaire, et la remarque de la

fin de la partie 4 du présent article. Il est aussi facile d'adapter les méthodes

de ce travail à l'étude asymptotique de Arg(W^ - F(t)), pour F: R+ —» R

fonction de classe C1 , ce qui revient à étudier le nombre de tours d'un mouve-

ment brownien plan autour d'un point mobile. En résumé, bien que nous nous

restreignions ici au problème spécifique des enlacements autour de courbes, les

méthodes développées illustrent la puissance du calcul stochastique dans une

vaste classe de problèmes asymptotiques (voir [18] pour d'autres applications).

La partie 2 est consacrée à quelques rappels concernant en particulier les

critères d'indépendance, ou d'identité, asymptotique mentionnés ci-dessus.

Dans la partie 3, nous établissons les résultats de convergence (l.j) qui jouent un

rôle fondamental dans la suite. La preuve de ces résultats nécessite quelques es-

timations préliminaires qui présentent un certain intérêt en elles-mêmes. Dans

la partie 4, nous établissons, sous l'hypothèse (H), le résultat de convergence

(La), ainsi que quelques résultats auxiliaires qui seront utilisés dans la partie

suivante. La partie 5 est consacrée à la preuve de (l.d). Enfin, dans la partie

6, nous calculons la transformée de Fourier de la loi limite de (l.d) et nous

démontrons un lemme qui joue un rôle important dans la partie 5.

2. Notations et rappels

(2.1) Soit U = (Ut,t > 0) un processus à valeurs réelles. Pour tout

c > 0, nous désignons par U = ( Uf', A > 0) le processus déduit de U

par l'opération de scaling de rapport c, c'est à dire

(2.a) U¡c) = (l/c)Uch       (A>0).

On utilisera fréquemment la notation T(U) = inf{A; U = 1} .

(2.2) Soit M = (Mt, A > 0) une martingale locale continue. Nous supposons

que (M)x = oo p.s., ce qui sera toujours le cas dans nos applications. Il existe

alors [1] un unique mouvement brownien réel t\ = (t]i, t > 0) nul en 0 tel que

pour tout A > 0 :

M, = M0 + n(M)t.

Nous dirons que t¡ est le mouvement brownien associé à M. Le théorème

suivant dû à Knight [9] donne une condition suffisante pour que les mouvements

browniens associés à n martingales locales continues soient indépendants.

Théorème 2.1. Soient M , ... ,M" n martingales locales continues définies sur

le même espace de probabilité filtré, et r\ , ... ,rf les mouvements browniens

associés respectivement à M1, ... ,Mn . Supposons que (M1)^ = oo p.s. (i =

l, ... ,n) et que (M1,Mj) = 0 (1 < i < j < n). Alors, r¡1, ... ,t]n sont

indépendants.
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Les hypothèses du Théorème 2.1 sont assez contraignantes puisqu'elles

exigent que les crochets (M' ,MJ) soient identiquement nuls. La situation

où les crochets (M' ,MJ) ne sont pas nuls mais néanmoins petits par rapport

aux crochets (M1) se présente assez souvent. On peut alors utiliser la version

asymptotique suivante du théorème de Knight (voir [12, Théorème 4.1], [18,

Theorem B.2], et les remarques qui suivent ce théorème).

Théorème 2.2. Soient M , ... ,Mn n martingales locales continues définies

sur le même espace de probabilité filtré, telles que (M')^ = oo pour tout i =

1, ... ,n, et soient t] , ... ,tf les mouvements browniens associés respective-

ment à M1, ... , M". Pour tout i = 1, ... ,n, soit x' = (x\, t > 0) l'inverse

continu à droite du processus croissant (M1).. Supposons que pour tout couple

d'indices distincts i,j e {l, ... ,n} on ait

\f\d(MfMX\pO.t J0 Z^oo

Alors, les mouvements browniens r\ , ... ,rf sont asymptotiquement indépen-

dants, au sens suivant:

i   1 ,(c) ",(c)\    (d)    ,   1 ,oo n,oo.
(n       ,...,t]   ")   -»   (n       ,...,n

c—»oo

où t] '°°, ... ,n"'°° sont n mouvements browniens indépendants.

Nous aurons aussi besoin de conditions suffisantes qui assurent que les

mouvements browniens associés à deux martingales locales continues A7 et

M   sont asymptotiquement proches. Il suffira pour cela que le processus crois-
12 12

sant (M — M ). soit petit par rapport à (M ). et (M ).. Précisément, on

a le résultat suivant qui découle de la Proposition 4.3 de [12] (voir aussi [18,

Theorem B.4]).

1 2
Théorème 2.3. Soient M , M deux martingales locales continues définies sur

le même espace de probabilité filtré, telles que (M1)^ = (M )oo = oo, et soient
12 12

r\ , r\ les mouvements browniens associés respectivement à M , M . Pour

i = 1,2, soit x\ l'inverse continu à droite de (M1).. Supposons que

hMx-M\wp 0.
t I      I   t—»oo

Alors rj1 et r¡ sont asymptotiquement identiques, au sens suivant: pour tout

7*>0
,    l,(c) 2,(c),    (P)    n

supn A   -t]f       —   0.
s<T c^°°

Remarque. Dans nos applications des Théorèmes 2.2 et 2.3, nous aurons

fréquemment à considérer la situation où, pour tout i = l, ... ,n ,

4t(AÀ -  u,
<p(ty      ''r-oo
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où tp est une fonction (déterministe) continue strictement croissante de R+

dans R+ et U une variable aléatoire strictement positive p.s. On voit alors

facilement que l'hypothèse du Théorème 2.2 est vérifiée, dès que, pour tout

couple (/,;') avec i^j,

4t i'\d(M',MJ)\   (-9  0.
vit) y0 s <-°°

De même, l'hypothèse du Théorème 2.3 est vérifiée par tout couple (M1 ,MJ)

(i ¿ j) dès que

-L{Ml-Mj)t  (-3  0.
(p(ty ''/-c»

(2.3) Considérons maintenant B = (X,Y,Z) mouvement brownien à

valeurs dans R . Le résultat suivant, dû à Dvoretzky et Erdôs [4], décrit la

vitesse à laquelle \Bt\ converge vers l'infini quand A tend vers l'infini.

Théorème 2.4. Soit g: ]0; oo[—>]0 ; oo[ une fonction décroissante. Une condition

nécessaire et suffisante pour qu 'on ait

1/2
P p.s.,    \Bt\ > t    g(t)   pour tout t assez grand

est que
¡•oc

g(ex) dx < oo.
/'i

Corollaire 2.5. Pour tout e > 0, on a

P p.s.,    \Bt\ > t    (log A)      '    pour tout t assez grand.

Comme dans l'introduction, notons Wt = (Xt,Yt) (A > 0). Le résultat du

corollaire nous servira surtout à dire que, pour A assez grand, \Wt\ et \Zt\

ne peuvent pas être simultanément petits. De manière plus précise, pour tout

0<b< 1/2,

(2.b) P p.s., pour A assez grand, soit \Wf\ > t , soit \Zt\ > t .

3. Estimations préliminaires

(3.1) Nous nous proposons dans cette partie de montrer le résultat limite ( 1 j).

On reprend les hypothèses et notations de l'introduction. Grâce à la formule

(l.i), la preuve de (l.j) est ramenée à celle de la proposition suivante.

Proposition 3.1. Sous l'hypothèse (H), on a

\f(Zu)\2du

K-f(zu)\2

\/(Zu)\2du

et

(3.a) /      w K~uU *"*, < oo   P p.s.

(3.b) t—- sup
log A ,<, fJo

f{Zu)du

wu-Rzf)
n o.
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Remarquons que, en conséquence de la propriété (3.a), l'intégrale stochas-

tique fr\f(Zu)dZJ(Wu - f(Zf) converge p.s., lorsque A -> oo. Nous éta-

blirons (3.a) en montrant le résultat un peu plus général suivant: si g: R —> R2

est une fonction uniformément lipschitzienne sur tout R, on a, pour tout

aG]0;l[,

,. v r_du
(3.c) /     -=-< oo   p.s.

y, \wu-g(zu)\2\zur

Compte-tenu de l'hypothèse (H), on voit que (3.a) découle de (3.c), à condition

de savoir que (Wu - f(Zu), u > 0) ne s'annule pas, ce qui découlera aussi de

nos estimations.

La preuve de (3.b) pose certaines difficultés liées à la remarque suivante. Une

majoration brutale du membre de gauche de (3.b) conduit à estimer

\f\Zu)i_/"'JZ
3gUo   \K

du.
logtJo \Wu-f(Zf)\

Cette majoration ne donne pas le résultat voulu. En effet, on peut montrer (nous

n'utiliserons pas ce résultat) que

i r \f(zu)\ A (P) i (.,,....
\- /   7777-."    ,. du  -A   -     \f (z)\dz.
logUo Wu-f(Zu)\      >^2jRu  v "

L'idée de la preuve de (3.b) sera de remplacer / par une fonction g coïncidant

avec / en dehors d'un compact mais telle que / |g"(z)| dz soit petite.

(3.2) Ce paragraphe est consacré à la démonstration de (3.c); les résultats

obtenus serviront également à la démonstration de (3.b).

Proposition 3.2. Soit g: R — R   une fonction lipschitzienne de rapport K (i.e.,

\g(x) - g(y)\ < K\x - y\). Il existe une constante C, dépendant seulement de
I
2 '

inf\lV-g(Z)\<e

K, telle que, pour tout 0 < s < -

<c(logi
£

Remarque. La proposition entraîne immédiatement:

P[inf{\Ws - g(Zf\ ; 1 < 5 < 2} = 0] = 0.

Un changement d'échelle montre alors que pour tout entier Ac G Z,

P[inf{\Ws - g(Zs)\;2~k < s < 2~k+l} = 0] = 0.

On en déduit que, Pp.s., il n'existe pas d'instant t g]0;oo[ tel que W¡ = g(Zt)

(ceci découle aussi du fait, facile à vérifier, que la courbe w = g(z) est de

capacité newtonienne nulle).

Lemme 3.3. Reprenons les hypothèses de la Proposition 3.1 cA supposons de plus

que, pour un e G]0 ; ¿[, on ait \ WQ - g(ZQ)\ < e . Alors

/'/(Il
7o

W-g(Z)\<e)ds > Ce2 log -
e

pour une constante C > 0 dépendant seulement de K .
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Preuve. On se ramène aisément au cas où   WQ

\w0 - g(zf)\ < e . Ensuite, on écrit

E\j\(\Ws-g(Zs)\<e)ds

= f ds f dz(2n)~l/2exp(-z2/2)
Jo JR

Wf,,   Zn   =   zn   avec

/ dw(2ns)    exp(-|to| /2s)
Ju{\w0+w-g{z0+y/sz)\<e}

> (2n)        I   — /    dzexp(-z I2)t exp ( -
h1   s 7-1 \

>(27r)_3/2exp(-l/2)exp(-A2-4)e2 /  —.   D

(Kyfsz + 2e)2

2s

Preuve de la Proposition 3.2. On remarque d'abord que pour A > 1 la densité

de la loi de Wt - g(Zt) est majorée par (2%)" , d'où

j I(\Ws-g(Zs)\<e)ds <2(2n)  'e2.

Soit maintenant

7*£ = inf{A>l;|l^-s(Z,)l<e},

avec la convention habituelle  inf(0) = oo.   En appliquant la propriété de

Markov au temps 7*  et en utilisant le Lemme 3.3, on trouve que

[n\ws- g{Z)\<£)ds >P(T<2)Celog G)
d'où aussi -i

P(Te < 2) <(Ce2log-\     2(2n)  'e2.   D

Remarque. Les techniques de la preuve de la Proposition 3.2 permettent facile-

ment de montrer que, si F est une fonction hôldérienne d'exposant 1/2 (i.e.,

\F(t)-F(s)\ < C|A-s|l/2) il n'existe p.s. pas d'instant A > 0 tel que W( = F(t)

(voir [11]).

Proposition 3.4. Sous les hypothèses de la Proposition 3.2, il existe une constante

C' dépendant seulement de K telle que, pour tout r > 0,

s; ds

h   \Ws-g(Zf\

Preuve. Remarquons d'abord que

r2 ds

Ws-g(Zf\

> r . r.i  -1/3< C r       .

I 00   ->    f2

<1+J2^2P      dsl(2~p < \Ws - g(Zf\ < 2~p+l)
p=i       •/1
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et d'autre part, un calcul simple montre

-2

j dsI(2-p<\Ws-g(Zs)\<2-p+x] <2.2

En particulier, pour tout r > 2,

r2

P h2" j dsl(2~" < \Ws - g(Zf\ < 2~p+l) >

-2p

r

d'où, en utilisant la Proposition 3.2,

dsL' \ws-g{zs)\¿
> r

-V/3]n
<P[mf{\W-g(Zs)\;l<s<2}<2 v   J]

+ P
V"l   ,      ,2
¿2 22p f I(2~p <\WS- g(Zf\ < 2~p+l)ds >r-l

< C((log2)[r1/3])   '

[r"3]

+ Ep P2"/ W ^ \ws-*(z,)i *2~p+i)ds> t'1/3rV-1;

r 1/,3i2
<C((log2)[r1/3])"'+2-lr

r- 1

<C'r-'/3.   D

Remarque. On peut certainement améliorer le résultat de la Proposition 3.4.

Dans le cas particulier g = constante, on peut montrer que

"2   dsLi \w\

Corollaire 3.5. Pour tout 0 < a < 1

> r Cr -1/2

ds

\Ws-g(Zs)\2sa

ds

< oo   P p.s.

^-< oo   P p.s.

.     \Ws-g(Zs)\2\Zf

Preuve. Commençons par montrer (i).  On peut supposer WQ = 0, Z0 = 0.

Alors
ds 2

'■     \Ws-g(Zs)\2s°-f^

où, pour tout p > 0, on note

/'

U.-L ds

r     \W-g(ZX
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Le changement de variables s = 2pu montre que

du<SL
' \wu-sp{zu)\2

où la fonction g   est définie par

gp(z) = 2-p/2g(2p/2z).

Remarquons que g est lipschitzienne avec le même rapport que g. La Propo-

sition 3.4 montre alors que pour tout p > 0 et tout r > 0,

P[Up>r]<Crl/î,

où la constante C ne dépend pas de p. Une application directe du lemme

de Borel-Cantelli montre que, pour tout ß > 3, P p.s., pour p assez grand,

U <p  , ce qui entraîne que la série Y¿2~paU   converge.

Nous passons maintenant à la preuve de (ii). On utilise la remarque (2.b)

suivant le Corollaire 2.5.  Si 0 < b < b' < \ , on a pour A assez grand, soit
h h h'

\Zt\ > t , soit \Zt\ < t et alors \Wt\ > t . Dans le second cas, compte-tenu

du caractère lipschitzien de g on a, toujours pour A grand,

\Wt-g(Zt)\>tb' -(a + ßtb)>\tb'.

On voit donc que, pour montrer (ii), il suffit d'établir la finitude des deux

intégrales:

r—dj-n « r
h    \W-g(Z)\2sab h\Ws-g(Zs)\2sab h    s2b'\Zf'

Or, pour la première, cela découle da la partie (i) du corollaire, et, pour la

seconde, on remarque que, si b' est choisi tel que 2/3' + a/2 > 1, on a

dsr_^_ <cf
h    s2b \Z lQ h s2b'+a/2

< OO.

il

La première assertion de la Proposition 3.1 découle du Corollaire 2.5 et de

la remarque suivant la Proposition 3.1. La seconde assertion sera établie dans

le sous-paragraphe suivant.

Remarque. Ici encore, on peut sensiblement améliorer les résultats du corollaire.

Par exemple, la preuve ci-dessus montre que pour tout ß > 4,

dsf < oo    p.s.

\Ws-g(Zf)\\logsY

(3.3)   Nous  allons  maintenant  montrer  (3.b)   en  utilisant  les  résultats

précédents. On remarque d'abord que

sup
i<i</

r r\zu)du i   f \f(zf)\du
h wu-f{zu)\-h \K-f{zu)\
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Ici, /Ap(u)duLzu(Z) désigne l'intégrale de Stieltjes de <f> par rapport au temps

local (lfu(Z),u > 0) de Z au niveau z. Compte-tenu de l'indépendance de

W et Z , on a

B \f, W^mA'L'AZ)} - [E{wfim) d»E(*Z))
['(        1        \    du (z-z

~h      \\Wu-f(z)\) J2H™»        2u

<c['^ = Clogt.

(Z - Zn)2

On a donc montré

(3.d) =-î—J
logA

sup
s<t ¡;0mHy^

pour une certaine constante C ne dépendant pas de /.

Revenons maintenant à la formule (l.i)

(3e) (P -<D  -- f       dW»        I R - !  Í l^ÀÉfL
(5.e) vt    vQ-joW^_f{Zj+Kt     2j0Wu-nZu)'

où on a noté

R       f'AzH)dzH    i f(   f(zu)   \2
K>        J,  Wu-fi(Zf)     2j0  [wu-f(Zu))   aU-

(3.a) entraîne

R,  «R   .
1 /-oo      °°

Soit maintenant A > 0 une constante dont le choix sera précisé plus loin. On

introduit une fonction auxiliaire g définie de la manière suivante: g coïncide

avec / sur le complémentaire de ] - K, K[ et g est affine sur [-K ,K]. La

fonction g n'est pas de classe C mais sa dérivée seconde, au sens des distri-

butions, est une mesure de Radon, et on peut donc appliquer la formule d'Itô

généralisée pour développer (<i>'t ; A > 0), détermination continue du logarithme

le long de la courbe (Wt - g(Zf ;t > 0), au moyen de la formule (l.i). Ceci

nous conduit à

(3e')        »'-»- = /'      dW»      +R'+l-[g"(dz)[' d^iZ)
11 '       °    JoW-g(Zu)+K<+2jR8[aZ)J0Ws-g(z)'

où pour les mêmes raisons que précédemment

Il est clair que

R'   p4  R'.
' /—oo      °°

<p -<p'   p-5
' ' /-oo
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De plus, si l'on note

/'      dW ,      f      dW
M = /   _—-*_    et    M = /   _—ä_

'    Jo Wu-f(Zu) M>    J0 wu-g(zuy

on a aussi

M.-M'  p4-

Ceci est une conséquence du Corollaire 3.5(ii), qui entraîne que

(M - M', M - M')^ = 2

/•OO

/    du
Jo

1 1

WH-f(Zu)     Wu-g(Zu)

Il découle de ces remarques et de (3.e), (3.e' ) que

Or, comme ci-dessus

1     „ T        \fn,,,r   dLZ(Z)

< 00,     p.s.

p.s.

—*oo

log A
sup
u<t

/ g'\dz) f
JR JO W, - g(z)

<C Í \g"(dz)\
7r

et, grâce à l'hypothèse (H), on peut, pour tout e > 0, choisir K assez grand de

façon que

C < e.

On conclut finalement que

1
sup

lOgA s<t

j\g"(dz)\

r\zu)duL (P) 0
h K - /(z.) | «

ce qui termine la preuve de (3.b) et de la Proposition 3.1.

4. Enlacements autour d'une courbe

(4.1) Nous nous proposons dans cette partie d'établir le résultat limite (La)

en nous appuyant sur les estimations de la partie 3. On considère une fonction

/ satisfaisant l'hypothèse (H) de l'introduction et on reprend les notations de

la partie 1, en particulier:

"•-f.Jo

ds

1° \ws-f(zst

et ß désigne le mouvement brownien associé à la martingale

dW„
Re

Jo

On note aussi pt = Re<P; = loglW7, - f(Zt)\, de sorte que «P, = pt + idt.
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Lemme 4.1. Notons c = 5 log A. Alors

-2Ht-T(ß{c))   n  0.
c '-*00

Preuve. Soit (xs,s > 0) l'inverse de H. En appliquant (l.i) avec A = xs, on

trouve

où, d'après la Proposition 3.1,

¿sup{|XJ,,<0,£o.

D'autre part,

(4.a) 77, = inf {u; j" ds\¡Vx¡ - f(Zx)\2 > a|

= infíu; Í dse\p2(ßs + IT)> t\ .

Notant c = \ log A, on trouve

-2-Ht = inf lu; J    dsexp2(ßs +Zxf>t\

= inf{«;c2/o" dsexp2c[ßl' +
»M K>'}

,„f{„;l,oêj("i/Sexp2c(^ + K0>'-^£}-

Admettons provisoirement que, pour tout 7* > 0,

(4.b)

On vérifie alors que pour tout T > 0,

isupa^j^nj^o.

i_
2c

d'où aisément

log /^exp^f + X,,) sup/f  «3 0,

in;-wi,;if>-i}S.o.

Il reste à montrer (4.b). On sait déjà que

¿sup(|IJ;S<A)(£0.

Compte-tenu de ce résultat, il suffit pour établir (4.b) de montrer que

1
(4.c) lim   I lim sup P

K—. + OO   \     C—.00

lOgT 2T > 4) 0.
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En effet, si on admet (4.b), on peut, pour tout e > 0, choisir K > 0 de façon

que, pour tout c assez grand,

Kc,
P[xiT>e   ]<e.

Kc-,
D'autre part, sur l'ensemble {tc2T <e   } ,

^supE    |< - sup |I,|   (-3  0
C s<T C t<eKc

d'après (4.a).

Pour montrer (4.c), on remarque d'abord que

-logvr>A = P[Hkc <c T] = P 77..,., < -^(logu(c))'
'«(c) Kz

Kc
où on a noté u(c) = e    . L'identité (4.c) découle donc de

(4.d) lim f lim sup P[H < e(log u)2]] = 0.
£-0   \     «-.OO /

Pour vérifier cette dernière égalité, on utilise la majoration \f(z)\ < c(l + \z\ )

(pour un ô < 1 ); ainsi

">=L
Jo

ds >-U"' J^2I(\Ws\>2c(l + \Zs\S))
'o \Ws-f(Zf\

et, d'après la Proposition 4 de [15],

où r\ = (r\t,t > 0) désigne un mouvement brownien réel issu de 0, fj =

sup{ns;s < t) et T(r¡) = inf{A;rjt = 1}. Comme la variable limite ci-dessus

est presque sûrement strictement positive, on en déduit (4.d). Ceci termine la

preuve du lemme.   D

Théorème 4.2. Sous l'hypothèse (H), on a

¿-e, S c,
lOg A    ' /—oo      '

où C, est une variable de Cauchy de paramètre 1.

Preuve. Comme dans l'introduction, soit ß + iy le mouvement brownien com-

plexe associé à la martingale conforme Pç)dWJ(Ws - f(Zf). Alors, d'après

(l.i) et la Proposition 3.1,

0, = y„+Q;,

ou

¿sup{|Qs|;S<A}i£0.
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Notant c = \ log A, on trouve

-et--yH (-3 o.
C   '       C   "' /—oo

D'autre part,
1 M,,, , 2*
-yH¡ = f >(HJc )

et, d'après le Lemme 4.1,

y(C\Htlc2)-y(c)(T(ß(c)))  <3  0.
' t—»oo

Ceci termine la preuve du théorème puisque pour tout c, y(c)(T(ß(c))) suit une

loi de Cauchy de paramètre 1.   D

(4.2) Au cours de la preuve du Lemme 4.1, nous avons établi un certain

nombre de résultats qui présentent de l'intérêt en eux-mêmes et nous seront

utiles dans la suite. L'objet de la proposition suivante est de regrouper et de

préciser ces résultats.

Proposition 4.3.

(i) Pour tout s > 0, si ßf = sup{/3Mc) ; u < s},

¿io8(v,)-^5>

(ii) Notons c = \ log A. Alors, pour tous -oo < a < a. < oo,

i  r'-tte-    „ < «
c27o |^-/(Z5)|2 v   -'  5   Jy '"-

rT{ßM)

- dul(2aßf)<ßf)<2äßlf))
Jo

converge en probabilité vers 0 lorsque t —► oo.

Preuve. L'assertion (i) a déjà été utilisée dans la preuve du Lemme 4.1; elle

découle des identités

\ l°z(rSs) = Telog ( /   exp(2^) duj

= ¿log(/;^exp2c(tf» + Ilv„))

et du résultat limite (4.b). Pour montrer (ii), on écrit

_4     r<-ds—     a    ,w   /(Z}| < â

(logA)27o  \Ws-f(Zf\2 -'   * s>¡-

1 f"'
= -^        duI(alogxu < p    <alogxu)

c  Jo

ÇH<lcl (a 1 ä \

= /o     rfM/UlogT^-^v„£7logT^J-

| loge
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On peut d'abord utiliser le Lemme 4.1 pour remplacer H Je par 7*(/?( ).

Ensuite, comme on l'a déjà remarqué,

1-p   -ß{c) (-2 o,
C    Tc2u "     c-oo      '

et on conclut en utilisant l'assertion (i).   D

Remarque. Les méthodes développées ci-dessus pour l'étude du nombre de tours

du mouvement brownien B autour de la courbe (Y) peuvent aussi être ap-

pliquées à des théorèmes limites concernant la vitesse d'approche de cette courbe

par le mouvement brownien. Précisément, on pose, pour tout r > 0,

Tr = inf{t>0;\Wt-g(Zt)\<r}

et on s'intéresse au comportement asymptotique de 7*r quand r tend vers 0.

Les arguments développés en [12, partie 6], permettent de déduire du Lemme

4.1 que, toujours sous l'hypothèse (H),

log?; (f) 2i_
| log r| r—o   e'

où e et e   sont deux variables exponentielles standard indépendantes.

5.  LOI ASYMPTOTIQUE DES ENLACEMENTS AUTOUR DE DEUX COURBES

(5.1 ) Dans cette partie, nous nous proposons d'obtenir la loi asymptotique des

processus d'enlacement du mouvement brownien B autour de deux courbes de

l'espace. Nous considérons deux fonctions f et g satisfaisant l'hypothèse (H)

de l'introduction; 6, respectivement d', désigne le processus d'enlacement de

B autour de la courbe (x ,y) = f(z), respectivement la courbe (x,y) = g(z).

Théorème 5.1. Supposons qu'il existe a e [-oo, 1[ tel que

(5.a) lim  ^-iog\f(z)-g(z)\ = a.
|z|—oo 10g |Z|

Alors,

où (cox, a>x, co2) est un triplet de mouvements browniens réels indépendants issus

de 0, indépendant du triplet (er, ,a'x,af), dont la loi peut être décrite comme suit:

soient r\ = (r\t, t > 0) un mouvement brownien réel issu de 0, fjt = sup^ ;s < t}

et T(rj) = inf{t;r¡t = 1},- soit lf^ le temps local en 0 à l'instant T(t]) du

processus tj - ai) (on convient que Ú$. = 0 si a = -oo). Alors,

(5.b)        (ox,o'x,o2)^ (\(1%/Tx,\(lf¡^ ,
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où 7*,, 7*2 sont deux variables indépendantes et indépendantes de r¡, de même

loi que T(r\). De façon équivalente, pour tous Xx ,X\ ,X2 e R,

E[e\pi(Xxcûx(ox) + X'xco'x(o'x) + X2a>2(o2))]

(5'c) =(chA2â+(W + |i;i,iA2)~''\

où a = l-a (dans le cas a = -oo, la formule (5.c) doit être interprétée comme:

E[exp iX2co2(of)] = exp -\X2\).

Remarques, (i) La loi du triplet (ox ,o'x ,o2) est étudiée dans la partie 6, où

est démontrée la formule (5.c). Remarquons ici que la loi limite du théorème

généralise celle qu'on obtient dans l'étude des nombres de tours du mouvement

brownien plan autour de deux points (voir [18]), qu'on retrouve ici lorsque

a = 0.
(ii) Le terme cofof) correspond ici aux "enlacements communs" autour des

deux courbes considérées. On retrouve ainsi une décomposition très semblable

à la décomposition en "grand angle" et "petit angle" pour les nombres de tours

du mouvement brownien plan (voir [12, 16, 18]).

(iii) Un cas particulier intéressant est celui où g = 0 et où a < 0. La courbe

(x,y) = f(z) admet alors pour asymptote la droite x = y = 0. Le théorème

permet de comparer les nombres de tours du mouvement brownien autour de

la courbe et de son asymptote.

Pour éviter certaines banalités, nous donnerons la preuve du Théorème 5.1

seulement dans le cas a > -oo. Nous laisserons au lecteur le soin de vérifier

que les arguments utilisés s'appliqueraient aussi, sous une forme plus simple, au

cas a = -oo. La preuve du Théorème 5.1 utilise un lemme, intéressant en lui-

même, concernant certaines fonctionnelles du mouvement brownien linéaire, et

que nous démontrerons dans la partie 6.

Lemme 5.2. Soient tj = (t]t,t > 0) un mouvement brownien réel issu de e e

]0; 1[, f\t = s\ip{r\s,s < A} et T(t]) = inf{A,r>r = 1} . Soient a e] - oo, 1[ et tf,

resp.  rj le mouvement brownien associé à la martingale continue

/  I(t] < afjf drjs,    resp.     /  I(t]s > afjf dr\s.
Jo Jo

Alors,

(i) si A¥n, resp. ¡7-, SFn desígnela tribu engendrée par r\, resp.  rç, rj, les

tribus F1 et 9* sont indépendantes, et A¥n = AF1*- V A?n ;

(ii) soient

a\ = /       I("s<af¡s)ds;       a2= \       7(i/ > ar\fds
Jo Jo

et soit iff le temps local en 0, à l'instant T(r\) du processus r\ - ai); alors,

o2 et l(f:', sont mesurables par rapport à A¥n, et

(5.d) ox=mf{t;rL=\lf()}.
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(5.2) Notations. Nous reprenons les notations p, ß, y introduites dans les

parties précédentes pour désigner certains processus intervenant dans l'étude de

Wt - f(Z(). Les processus analogues correspondant à Wt - g(Zf sont notés

p , ß', y . On introduit en outre le mouvement brownien complexe ß + iy,

resp. ß + iy, associé à la martingale conforme

dWs

- f(Zf

r'       dW n
Mt + W, = /  w    ft^jm - f(Zf\ > sa/2)

JO       s

resp. a

dW. a/2
M., + iK, = jf' „—¿„¿{\Wt - f(Zf)\ < sun.

I       TT' xrl       T7' »r/

i' Sws - ms)

On définit de même ß', /?', y", y_ , M , M', A', A' en remplaçant / par

g-
La preuve du Théorème 5.1 repose sur le lemme-clé suivant.

Lemme 5.3. Supposons qu'on ait, le long d'une suite (cf croissant vers +oo,

(ßic)j(c) tßic) j/?,(c) JU J{c)   y(c) ifc) JOjic) >fc)^c))

(d) i c—oo

, ,,00   -ñ00     /i°e>     /j'oo   ~p¡lo°     n'oo       oo   _oo      oo      /oo   _/oo      /oo,

(ß    ,ß   ,ß_   ,ß    ,ß    ,ß_    ,y   ,y   ,y_   ,y    ,y    ,y_   ).

Alors, les douze processus limites sont des mouvements browniens réels issus de

0, dont la loi conjointe vérifie les cinq propriétés suivantes

(a) ß , respectivement ßf° , y°° , y°°, est le mouvement brownien associé

à la martingale f' dßfl(ß™ > aß™), respectivement j' dß™I(ßf> < aßf),

f-dy?I(ß? > aßf), füdyfl(ßf < aßf), et de même pour ?°°, //°°,

/u\   "Ô°°       "ô'°°      <  —e»       —/oo(b) ß    = ß      et y    =y    ; _^

(c) les six mouvements browniens /f°, ß°°, ß'°°, y°°, y°°, y'°° sont
indépendants;

(d) ßf° et ß'°° sont indépendants, et /f°° et ß°° sont indépendants;

(e) pour tout e > 0, si Tfß°°) = Tnf{t;ßf = e}, resp. Tfß'°°) =

inf{t;ß'f° = e}, on a

rTt(ß°°) , pTs(ß'°°)

fo ds I(ßf > aßf) = jo ds I(ß'f° > aßT) •
Remarques, (i) On peut montrer que les propriétés (a), ... , (e) caractérisent

la loi conjointe des douze processus ß°° , ... ,y'°° , ce qui, grâce à un argument

simple de tension permet d'affirmer que la convergence du Lemme 5.3 a effec-

tivement lieu quand c croît vers +oo (pas seulement le long d'une suite (cn)).

Comme nous n'utiliserons pas ce résultat, nous en laissons la démonstration au

lecteur.

(ii) Il semble plausible que les propriétés (a), (b), (c) suffisent à caractériser

la loi limite du lemme (cela est vrai, et facile à vérifier, lorsque a = 0 ), et que
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les propriétés (d) et (e) en soient alors des conséquences. Pour s'en assurer, il

suffirait de montrer que l'énoncé du Lemme 5.2 reste vrai pour un mouvement

brownien réel issu de 0 (au lieu de e > 0 ). On peut voir que c'est le cas au moins

lorsque a > -1 (voir [14] et la discussion de la fin de la partie 6 du présent

travail). Dans la suite, nous proposons des démonstrations qui s'appliquent au

cas général a e] - oo ; 1 [, mais nous attirons l'attention du lecteur sur le fait

que ces démonstrations pourraient être sensiblement simplifiées pour a > -1.

Démonstration du Théorème 5.1. Nous admettons provisoirement les résultats

des Lemmes 5.2 et 5.3. Nous avons vu dans la démonstration du Théorème 4.2

que:

%-y(c\T(ß(c))) î5 o,
1 /—»oolog A

où l'on note toujours c = 5 log A. On a aussi le résultat analogue pour d't.

Soit maintenant (cf) une suite croissant vers +00 telle que la convergence du

Lemme 5.3 ait lieu le long de (cf). Un argument évident de tension montre

que, de toute suite croissant vers +00, on peut extraire une sous-suite ayant

cette propriété. En notant tn = exp(2cj, on a, avec les notations du Lemme

5.3,

(5.e) i¿-(*, >*,') - (y°°(T(ß°°)),y'°°(T(ß'°°))).
lOgA^    '«     '«   «—00

Grâce à nouveau à un argument de tension, il suffit pour compléter la démonstra-

tion du Théorème 5.1 de voir que la loi limite de (5.e) coïncide avec celle de

l'énoncé du Théorème 5.1. Pour cela, nous utiliserons les propriétés (a), ... , (e)

du Lemme 5.3, dont nous allons voir qu'elles suffisent à caractériser la loi de

(y°°(T(ß°°)), y'°°(T(ß'°°))) (il n'est pas nécessaire de savoir qu'elles carac

térisent la loi de (ß°° , ß'°°, y°° , y'°°) ; voir cependant les remarques ci-dessus).

On observe d'abord que:

y0°(T(ß°0)) = y°°\ dsl(ßf>aßf)

< aßf)

y'°°(T(ß™)) = y'°°{ dsl(ß'f°>aß'°°)

dsKß'f0 <aßT)
Jo

et on utilise les remarques suivantes.

(i) D'après le Lemme 5.3, les trois mouvements browniens  cox  :=  y

co'x := y'°° et œ2 := y°° = y100 sont indépendants et indépendants du couple

00
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(ii) Soit o2 = lf(ß°°] dsl(ßf > aßf). On a:  o2 = lim£^0 a\ , où, avec les
notations du Lemme 5.3(e),

o2= /
Jt.

T(ß°°)

dsl(ßf>aßf).
(ß°°)

Pour tout e e]0;l[, posons

£ _  ß°° le —   ñ'°° It ^ c\\
*lt - PTe(ß°°)+t '       f/ - Pr^ß'^+t       (' ¿ UL

Les processus rf , t]'e sont deux mouvements browniens réels issus de e. Avec

les notations du Lemme 5.2, on a: rjE = jfe. En effet, on voit aisément que

pour tout A > 0,

/ rTAß°°) \
t=r°U dsl(ßf>aßf) + t\,

aT(ß'°°) \e J     T/ n'oo  . A/oo, . \

dsl(ßs    >aßs   ) + t\

d'où le résultat recherché grâce aux propriétés (b) et (e) du Lemme 5.3.

On observe ensuite que

e        fn''!) e £
o2 = /        dsl(r\s >ai)s),

Jq

et le Lemme 5.2(a) montre que a2  est une fonctionnelle de r\  .   L'égalité
E /£

72   =  °2t]E = rfe entraîne donc avec des notations évidentes que o\ = a'f, d'où en

faisant tendre e vers 0,

rT{ß'°°)
o2 = o'2= dsl(ß'f°>aß'f°).

Jo

(iii) Soit (lf], A > 0) le temps local en 0 du processus (ßf - aßf , A > 0).

On a
/(fl)      _ iim//W M)      \
lT(ß°°) - lfAAo( T(ß°°)      lTt(ß°°)) •

Les mêmes arguments qu'en (ii) ci-dessus, utilisant à nouveau le Lemme 5.2,

montrent que
■(a) _  ,i(a)        _.  .(a)
lT(ß°°) ~ lT(ß'°°) ~m l

(iv) Le couple (o2, /(a)) est indépendant de la tribu o(ß°° , ß'°°) engendrée

ir les processus

et (iii) ci-dessus,

par les processus ßf° et ß'°° . Pour le voir, on écrit, avec les notations de (ii)

/ i(ak _ ,•     ,   e    .(a) ,(a)       ,
(02,l )    —   lim(C72   ,/y-^OOj   —   Ay-^OOj)

et, puisque pour tout e > 0, les variables o2 et iffoo.-lff«,, sont mesurables

par rapport à o(f¡£), il suffit d'établir que rje est indépendant de o(ß°° , ß'°°).
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Or, la propriété de Markov forte au temps 7*£(/?°°) puis le Lemme 5.2 entraînent

que ff est indépendant de

tribu qui contient manifestement o(ßf°). D'après le Lemme 5.3(d), ff°° est

indépendant de ß°° donc a fortiori de a(rf ,ß°°) et on conclut que Jf est

indépendant de o(ßf° ,jf°°).
(v) Pour terminer, on observe, soit en faisant tendre e vers 0 dans la formule

(5.d) appliquée à rf , soit par une démonstration directe, que

~nß°°) . r ii     », «oo Aoo, .    „ „oo 1
, := jf dsl(ßf < aßf) = inf {a;/T = I/(a)} ,

rTIfi'00) r i ï
' / j    r/ /j/oo ñ'°°\       •   i- n/oo        1 Ja)

,:= So {ßs <aßs ) = in{y>Ê* =2l )

Compte-tenu des remarques précédentes, on voit que, conditionnellement à la

variable / , les variables ox et o\ sont indépendantes, et indépendantes de

a2. De plus, leur loi conditionnelle est celle de \(fa))2Tx . Ceci termine la

démonstration du Théorème 5.1, modulo la preuve de la formule (5.c), qui sera

donnée dans la partie 6.   D

Preuve du Lemme 5.3. Commençons par établir l'assertion (a). On remarque
—(c)

d'abord que ß     est aussi le mouver

encore, après changement de temps, à

d'abord que ß     est aussi le mouvement brownien associé à (l/c)M., soit

V*

Or, d'après la Proposition 4.3, pour tout s > 0,

lp     _ßf   (£>  o    et    ±log(xc2s)-ßf   !5  0.
C    Tc2s c—oo 2C cs s     c—oo

On en déduit que, pour tout A > 0,

I/*'(h>A-^f-f^'^>-°ß'AK<A9„<>
d'où aussi

Soient ß{c), resp. ß°° , le mouvement brownien associé à

fdpfHpf>ap™),     resp.      [ dßfl(ßf >aßf).
Jo Jo

Il découle de (5.f) que, pour tout A > 0,

pf-kV V 0,
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d'où ß    = ß°° , ce qui était le résultat recherché. On démontre de même les

assertions similaires relatives à ß°° , y00 et yf° .

Passons maintenant à la preuve de (b). Rappelons que ß , resp.   ß , est le

mouvement brownien associé à M, resp. M . Or, d'après la Proposition 4.3,

1      _    ,*   i   rnß°°)
(5.g)

(logO /-oo 4 J0
dsl(ßf>aßf),

et de même pour (M )t. Notons en particulier que la variable limite dans (5.g)

est strictement positive p.s. En utilisant la remarque suivant le Théorème 2.3,

on voit qu'il suffit, pour montrer l'égalité ß    = ß    , d'établir que

-(M-M),  (-3  0,
(log A)2 "'-«

soit encore

(logO"Jo
ds

1 a/2.

W. f(zs)

1

ws-g{Zf

I(\W-f(Zs)\>suli)

I(\W-g(Zs)\>sal2)
(P)

0.

En utilisant l'hypothèse (5.a), la loi du logarithme itéré pour le processus Z , et

la Proposition 4.3(ii), on se ramène à montrer que pour tout e > 0,

|2

(log A)A)2/o
ds

1 1
I(\W-f(Zs)\>s{a/2)+e)  <2  0.

rç-/(z.)    W,-g{Zs)\

Or, la preuve de cette dernière assertion est facile: on utilise à nouveau

l'hypothèse (5.a) et la loi du logarithme itéré pour Z , qui montrent que, pour

tout ô > 0, on a, pour tout s assez grand tel que \W - f(Z)\ > s(a/2)+£,

1 1

Ws - f(Zs)      Ws - g(Z)
<ô-

1

ws-f(zs)\

(noter que pour s assez grand la condition \WS - f(Zf)\ > s{a/2)+e entraîne

que |/(Zi) - g(Zf)\ est petit devant \WS - f(zf)\). On conclut en choisissant

ô arbitrairement petit et en appliquant la Proposition 4.3(h).  On montre de
—oo       —/oo

même que y    = y

Montrons maintenant la propriété (c). On sait que /?, resp. ß', ß, y,

/, y, est le mouvement brownien associé à M_, resp. A/', M, N_, Nf, N.

Si R désigne l'une des six martingales locales M, M', M, A, A', Ñ, la

Proposition 4.3 montre que

1

(log A)■ ' /—oo

où  U est une variable aléatoire p.s. strictement positive.   Compte-tenu du

Théorème 2.2, il suffit pour établir la propriété (c) de montrer que, si R et
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S sont deux martingales parmi les six mentionnées plus haut, on a

(5.h) —I-, / \d(R,S)\  Í3  0.
(logt)2 Jo s '-<*>

Cela nous donne en principe quinze vérifications à faire. Sur ces quinze vérifi-

cations, sept sont immédiates, puisque les crochets (M, M), (M, N), (M, N),

(Ml, Ni), (Af, A), (M ,N), (A, A) sont, par construction, identiquement

nuls. Les quatre vérifications concernant (Ml, M), (Ml, N), (A', M),

(N1, N) sont faciles, compte-tenu de la preuve de (b): on écrit, par exemple

pour la première,

/ \d(M!,M)J< f |¿(M',vW'}J+ / \d(Mf,M-M'
Jo )o Jo

et d'une part (Ml, M ) = 0, d'autre part

/ \d(A¿, M - A/')J < (Ml))12(M - M'))12
Jo

et on a vu que

—1—¿(M-m')   <$  0,
(logt)2X "'-*«

et que (l/(logA) )(Ml)t est borné en probabilité.

Il reste à faire les quatre vérifications concernant (M, Ml), (M .N1),

(M1, N) , (Ni, N) . Nous traiterons en détail le cas de la première, les autres

preuves étant très semblables. On a

f \d(M,Ml)s\= f ds
Jo Jo

1 1

Ws-f{Zf)    Ws-g(Zf

x l(\Ws-f(Zf\ < sa/2;\Ws - g(Zf\ < sa/2)

où a ■ b désigne le produit scalaire euclidien de a et b . Comme dans la preuve

de (b), on peut utiliser la Proposition 4.3(ii) et se ramener à montrer, pour tout

£>0,

dsfJo(logtfJo      \Ws-f(Zs)    Ws-g(Zf

x I(\Ws - f(Zf)\ < sa/2-£;\Ws - g(Zf\ < sa/2-e) jfl 0.

Nous établirons cette dernière assertion en montrant que, pour 5 assez grand, on

ne peut pas avoir simultanément \Ws-g(Zf\ <sa/2~e et \Ws-g(Zf\ < sa'

Pour cela choisissons S, ô' > 0 tels que \a\ô + ô' < e. En utilisant la loi du

logarithme itéré pour Z , et le Corollaire 2.5, on trouve que, pour 5 grand, la

condition \Ws - g(Zf)\ < sa/2~e entraîne

si/2-â<\Zs\<sl/2+S,
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d'où aussi, toujours pour s grand,

|(/-^)(ZJ)|>//2-|a|,5-<5'>2//2-£

et donc:

\ws - g(zs)\ > \(f - g)(zs)\ -\ws- f(zs)\ > sa/2-e,

ce qui est le résultat recherché.

La preuve de (d) est immédiate compte-tenu des estimations qui précèdent.

On écrit:

-±-(M,tf)t = —l—2((M,Ml)t + (M,Ml)t)P 0
(log A)2 (log A)2 '-"»

d'après les estimations ci-dessus. L'indépendance de ß°° et /f°° découle en-

suite du Théorème 2.2.

Il reste à montrer (e). Ceci ne présente pas non plus de difficulté: une exten-

sion facile de la Proposition 4.3(H) montre que

/ dsl(ßf>aßf)- dsI(C>aC)
Jo Jo

= \im ^-^((M)       (M1) ) = 0,
'^°°(logA)2

puisque nous avons remarqué plus haut que

lim—^((Â7-Â7V) = 0.   D
'-°°(logA)2

6.  A PROPOS DE CERTAINES FONCTIONNELLES

DU MOUVEMENT BROWNIEN LINEAIRE

(6.1) Nous nous proposons dans cette partie d'abord de calculer la trans-

formée de Fourier-Laplace de la loi limite du Théorème 5.1, et ensuite de

démontrer le Lemme 5.2.

Nous considérons un mouvement brownien réel r\ = (r\t, A > 0) issu de 0 et,

comme ci-dessus, nous notons r)t = s\ip{r]s,s < A}, T(rj) = inf{t;nt = 1}, et

lj). le temps local en 0, au temps T(r\), de r\ - ai).

Proposition 6.1. Soient a e] - oo, 1[ et a = 1 - a.  Alors, pour tous X, X',

X" >0,

( fT(n) i (a) i>   fT{,l) ^
expl-X I(ns>afjs)ds-Xiy(rt)-X   /       I(rjs< arjfds

= i'chav/2l+^^shav/2l]      ".
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Preuve. Soient ß un mouvement brownien réfléchi issu de 0 et l = (lt, t > 0)

le temps local symétrique de ß en 0. Soit x = inf{A;/( > 1}. L'identité de

Lévy

(t)-n,f))W(ßJ)

montre que

(6.a)

I yo      I{ns > at)s) ds, lT(n), yo      I(n$ < afjf ds

\(d)

^ I(ßs < alf ds, L°fß - al), j* I(ßs > alf ds^j

où Lfß - al) désigne le temps local en 0, à l'instant t , de ß - al.

Pour tout s > 0, soit Ty = inf{A;/; > s). Soit C0 l'espace des fonctions

continues à support compact de R+ dans R+, auquel on adjoint un point

cimetière d . Le processus (es, s > 0) des excursions de ß est le processus à

valeurs dans C0 défini par

e =d

e(u) =<
ß (U < X   -THT -+U        \       —      S 5

0 (U >  T   )

S1T - = X,,
s s '

S1V <T,

D'après un célèbre théorème d'Itô [6], le processus (es, s > 0) est un processus

de Poisson ponctuel, dont nous notons n(de) la mesure caractéristique. On a,

pour toute fonction tp mesurable positive définie sur R+ x C0,

(6.b) exp-^tp(s,es)

s>0

= exp- /    ds    n(de)(l - e-9(s,e))

On peut utiliser la formule (6.b) pour établir les deux formules bien connues

suivantes (voir, par exemple, D. Williams [21, p. 99]): si

o(e) = sup{A;c(A) > 0},

pour tous x > 0, X>0,

(6.c) n (ssupc(A)>x   = -,
>0 IX

(6.d)       [n(de)(l -e Xa(e))I (supe(t) < x j = - (xv^cothxV^- l) .
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Nous pouvons maintenant établir le résultat de la proposition. Grâce à (6.a),

on se ramène à étudier

(6.e) E  exp (-X f I(ßs < alf ds - X'L°fß - al) - X" f I(ßs > alf ds\

exp - Y, U /"' S I(es(u) < as) du + X'Las(ef
S<1 V   J°

+ X I(,es(u) > as) du

= exp -      ds    n(de) I 1 - exp I -X /      I(e(u) < as) du

- X'Las(e)-X" f"{e I(e(u) > as)du) )

d'après (6.b). Nous avons noté Lx(e) le temps local (à l'instant o(e)) au niveau

x de l'excursion e .

On doit donc calculer, pour tout x > 0,

Í n(de) 11 - exp ( -X Í" ' I(e(u) <x)du- X'Lx(e)

-"'S
Jo

"(e) >

I(e(u) > x)du

Sur l'ensemble {supc(A) < x] , on a Lx(e) = 0 et ¡f{e) I(e(u) > x) du = 0, et

on est donc ramené à la formule (6.d). Il reste à étudier l'intégrale sur l'ensemble

{supc(A) > x} . A partir de maintenant, on se place sur cet ensemble et on pose

ox(e) = inf{A;c(A) = x} ,        o2(e) = sup{A;c(A) = x} .

Sous la mesure n conditionnée par {supc(A) > x} , les processus (e(t) ,0 < A <

<7,(c)) et (e(ox(e) + t), 0 < A < o(e) - ox(e)) sont indépendants; le premier

suit la loi d'un processus de Bessel de dimension trois issu de 0 arrêté au pre-

mier instant, noté Tx , où il atteint x ; le second suit la loi d'un mouvement

brownien réel issu de x arrêté quand il atteint 0 (voir par exemple [21]). En

particulier, toujours sous la mesure n conditionnée par {supc(A) > x} ,

• ox(e) et o(e) - o2(e) sont indépendantes, de même loi que 7*£3), et le

couple (ox(e),o(e) - o2(e)) est indépendant du processus (e(ox(e) + t), 0 <

t<o2(e)-ox(e)),

• la variable Lx(e) suit une loi exponentielle de moyenne 2x,

• conditionnellement à Lx(e) = y, les variables

p<T2(e) ça2(e)

j       I(e(t)>x)dt    et     /       I(e(t)<x)dt
Ja,(e) Ja.le)
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sont indépendantes, la première suit la loi de x /2  et la seconde suit la loi

conditionnelle de x ,2 sachant que supj<T   ßs < x.

On sait que
K/2

(6.f)

(6.g)

E[exp-XT¡f]] = x\f2Xlshx\f2X,

E[exp -At ] = exp -y\Í2X~,

et il découle de (6.d) que

(6.h) exp -At I sup ßs < x
S<I„

= exp-- ijcv/2Äcothx\/2Ä- l).

On peut maintenant utiliser (6.f), (6.g), (6.h) et les remarques précédentes

pour obtenir

r (        r"{e) t
/ n(de)exp   -A /      I(e(u) < x)du-X Lx(e)

J{supe(t)>x} \       Jo

n   fa(e) \
-Xi      I(e(u)> x)du\

1 / xsfTX

x \shjc\/2Â

y/2H

)ï
^e y/2xexp- ( ^(x

i»,   y.X'y-"-V2X"

sf2X

shxsfTX   v/2Ächxv/2Ä+(2A' + v/2Ä77)shxv/2l'

En additionnant les intégrales sur les ensembles {supc(A) > x} et {supc(A) <

x}, on trouve

/ n(de) ( 1 - exp ( -A /     I(e(u) <x)du- X'Lx(e)

- X" i"' I(e(u)>x)du)\

= - (xv/2Äcoth;cv/2Ä- l)

1 sf2X sfTX
+ -

x     shxv/^\/2Ächxv/2Ä+(2A' + \/2T7)shx\/2Ä

2Xshxsf2X + (2X' + ^/2ln)^f2Xchx\f2X

v/2lchxv/2Ä+ (2A' + ^f2Xn)shx^/2X
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Finalement, en utilisant (6.e),

exp (-X f I(ßs < alf ds - X'lffß - al) - X" j* I(ßs > alf ds\

2X sh auV2X + (2X' + VW) eh au\/2X
exp / du

Jo V2X eh auV2X + (2X1 + s/W) shauV2X

= (chav/2l+2A,^^shaV2Â)

d'où, compte-tenu de (6.a), le résultat recherché.   D

La formule (5.c) du Théorème 5.1 découle immédiatement de l'énoncé de la

Proposition 6.1. En effet, avec les notations du Théorème 5.1,

£[exp i(Xx œ, (ex, ) + X\ oJx (o'x) + X2œ2(of))]

= E

= E

= E

exp-

exp

',2 ,/2 ,2      \
A, Ai / A-i

i°l + i^l + i^2

T + l%(û) ' T2 + X2
rT(i)

Jo
I(r\s > af¡) ds

expi--(A, +X\)l
a)      A:

\'lT(n)

rT(n)

Jo
I(n>af))ds

où nous avons d'abord utilisé l'identité (5.b) puis conditionné par rapport au

processus n .

On pourrait donner d'autres démonstrations du résultat de la Proposition 6.1.

Une possibilité consiste à utiliser les calculs de Knight [10] et Jeulin-Yor [8] qui

fournissent des expressions explicites de

exp -fdsq(ßs,ls)
Jo

pour des fonctions q de la forme

q(x,l) = axI(0 <x< kx(l)) + --- + anI(kn_x(l) <x< kn(l)) + an+xI(kn(l) < x).

On peut aussi utiliser l'invariance par changement d'échelle de la mesure d'Itô

des excursions, qui, modulo quelques transformations simples, permet de

déduire l'énoncé de la proposition du cas particulier a = 0, lequel est bien

connu (voir par exemple [18]). Un avantage de la démonstration ci-dessus est

qu'elle explicite les transformées de Laplace, sous la mesure d'Itô n, de cer-

taines fonctionnelles des excursions.
Ad)

Pour tout réel d > 0, soit O ' = (C\ ' ,y > 0) le carré d'un processus de
(d)

Bessel de dimension d issu de 0. La formule remarquable suivante:

exp(-X T C{yd)dy-X'C(d)

x

( 2X'
= [chx\/2Ä-l—==shx\/2Ä

I V2X

-d/2
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valable pour tous A, A' > 0, x > 0 (voir, par exemple, Pitman et Yor [17,

p. 432]) peut être obtenue à partir du cas particulier d = 2, en utilisant la

propriété d'additivité des carrés de processus de Bessel.

En comparant cette formule avec la Proposition 6.1, et en utilisant (6.a), on

trouve que

(jT I(ßs < alf ds, L*(ß - al)) S ( jT cf dy, Ö?*) .

Cette égalité en loi est expliquée, via la formule de densité de temps d'occupation,

par l'identité plus générale: pour tout x > 0,

(Lyfx(ß-xl), 0<y<x)(^(C(2/x), 0<y<x).

Cette dernière identité, qui est établie en [13], fournit la démonstration la plus

directe de la Proposition 6.1.

(6.2) Le but de ce sous-paragraphe est de démontrer les différentes assertions

du Lemrae 5.2. Nous obtiendrons au passage un résultat d'unicité des solutions

de certaines équations stochastiques, qui sera repris et précisé en [14]. Nous

conservons les notations du Lemme 5.2; en particulier, r\ = (r\t, t > 0) désigne

un mouvement brownien réel issu de e, pour un certain e g]0 ; 1[. La formule

de Tanaka montre que

i(rit-af)t)+ = (l-a)e + flyI(ns>aT)s)dns-arit + yf),

l fa, - ar)t)_ = - /„' /fa, < afjf dr¡s + \/<">,

où lj désigne le temps local en 0 de t] - ai) à l'instant A. Posons pour tout

t >0,

et

Soit aussi

xl = infls;j   I(rju>ai)u)du>t\,

x~ = mf\s; J   I(i]u<ai)u)du>t\ ,

U, = r¡r+- ar)T+,        Vt = -t]r- + ai)x- .

Ut = sup[/ = sup fau-ai)u)   =(l-a)i)r+.
*</ u<x*

En remplaçant dans (6.i) A par t"1" , resp. par xt , on trouve, compte-tenu de

la définition de 1\ et a/ ,

(6.j) r/t = (1_û)e + ^__A_c7/+L<)

(6.k) V, = -lt + ll^

où L  = A/(+', resp.   L't = |/_'. On voit aisément que Lt, resp.   L't, est le

temps local (symétrique) de U, resp.   V, en 0 à l'instant A.
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L'équation (6.k) est l'équation de réflexion de Skorokhod dont la solution est

donnée de manière explicite par:

(6.1) K = -»+sup».
-'       s<t -11

En particulier, les filtrations naturelles de V et rç coïncident.

Considérons ensuite l'équation (6.j). Il découle de la Proposition 6.2 ci-

dessous que U est une fonctionnelle mesurable du mouvement brownien r\.

Nous pouvons maintenant démontrer les assertions du Lemme 5.2. Tout

d'abord, le théorème de Knight sur les martingales continues orthogonales

(Théorème 2.1 ci-dessus) montre que rç et J) sont indépendants. Ensuite, on

voit immédiatement que

o2 = inf{A; Ut = 1 -a)

et que jl^i«) coincide avec Ie temps local en 0 de U à l'instant a2 (le facteur

j vient de ce que nous considérons le temps local symétrique de U en 0). On

déduit de ces remarques que a2 et rfh sont mesurables par rapport à la tribu

engendrée par U donc aussi par rapport à AFn. D'autre part, on a

o2 = inf{A;T7 > 7*fa)} = inf{A;L; > \lflf = inf{A;^ > \lf{t¡))

puisque lft = supJ<r t]   d'après (6.k) et (6.1).

Il reste à montrer que Srn = AFn V AF-, ce qui compte-tenu des remarques

précédentes revient à prouver qu'on peut "reconstruire" r\ à partir des deux

processus réfléchis U et V. La démonstration est la même que dans le cas

particulier a = 0, lequel est bien connu (voir par exemple [7, Lemme 1-0-2]).

Ceci termine la démonstration du Lemme 5.2, modulo la preuve de l'énoncé

suivant:

Proposition 6.2. Soient e > 0 et a e R. Considérons l'équation stochastique:

(6.m) W^e + B^afy + lfiW),
où B est un mouvement brownien linéaire issu de 0, le processus inconnu W est

à valeurs positives, Wt = swp{Ws,s < t) et LJW) est le temps local symétrique

de W en 0 à l'instant t. Alors,

si a > 1, l'équation (6.m) n'a pas de solution;

si a < 1, l'équation (6.m) a une unique solution, qui est adaptée à la filtration

de B.

Preuve. Le cas a > 1 est trivial: en prenant A = 0, on trouve W0 > WQ ce qui

est absurde. Dans le cas a < 1, on construit une suite (Tf) de temps d'arrêt

de la filtration de B tels que Tn croisse vers oo, et, sur chaque intervalle

stochastique [0; 7*J, l'équation (6.m) admette une unique solution qui s'écrit

comme fonctionnelle explicite de B. On remarque d'abord que sur un petit

intervalle [0;¿0] (â0 > 0 aléatoire) on doit avoir Wt > 0 et donc sur cet

intervalle

Wt = E + Bt + aWt
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ce qui conduit à l'expression explicite

(6.n) ^ = _i_+fi/ + T^_sup5i.
1 -a       '     1 -a s<t

Posons

T>~M{<--ïf-a+B. + -£-a?iB' = 0}
Le raisonnement qui précède montre que, sur l'intervalle stochastique [0; Tx],

l'équation (6.m) a une unique solution donnée par (6.n).

Si on veut maintenant prolonger la solution, on remarque que, comme WT =

0, W ne croît pas sur un petit intervalle de la forme [TX,TX + ôx], ce qui

permet de se ramener à une équation de réflexion ordinaire. On trouve pour

te[Tx,Tx+ôx]:

(6.0) W, = B,+  SUP (~Bs)-

On pose:

7*, = inf { t > Tx ; B +   sup (-B) = W
T,<s<t '

Sur l'intervalle stochastique [0; Tf], l'équation (6.m) a une unique solution

donnée par (6.n) sur [0, T,] et par (6.o) sur [7*,, T2].

On continue par récurrence la construction de la solution W et de la suite

(Tn), de manière que sur chaque intervalle [T2n+X ; T2   ,], W ne s'annule pas

(et donc L. (W) ne croît pas) et sur chaque intervalle [7*2n ; T2n+2], W ne croît

pas. Cela permet de résoudre l'équation (6.m) de proche en proche et montre

aussi qu'il y a unicité de la solution. Par exemple, 7*3 est défini par:

r, = inf 11 > T7 ; WT +(B-BT) + —*2—   sup (B-BT) = o\
J J'        '       *2      l - a t2<s<i 2

et sur l'intervalle [7*2;7*3] on a

Wt = WTi + (Bt - BTf + ^-a rsup (B, - BTf .

Puis 7*4 est défini par

7*4 = inf | A > 7*3 ;Bt +   sup (-Bf = WT 1

et sur l'intervalle [7*3 ; T4] on a

Wt = Bt+   sup (-Bf.
Ti<s<l

Il est aussi clair que la suite (Tf croît vers l'infini. Cela découle par exemple

de ce que T2n - 7*2n_, > T'n , où les variables

r' = infÎA>0;/i7. +snp(-BT        ) =-J—}
" { /2»-i+'    s<f     ijn-i+s'     1 - a J

sont indépendantes, équidistribuées, strictement positives.   □
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Remarque. La démonstration ci-dessus, en particulier la construction de la suite

(Tn), utilise de manière cruciale le fait qu'on ait W0 > 0. On peut aussi

chercher à résoudre l'équation (6.m) lorsque e = 0. Pour a < \ , un argument

de point fixe montre encore qu'il y a existence et unicité d'une solution forte.

La question semble plus difficile lorsque 1/2 < a < 1. Une réponse affirmative

permettrait de simplifier certains des arguments de la partie 5.
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