
TRANSACTIONS OF THE
AMERICAN MATHEMATICAL SOCIETY
Volume 331, Number 1, May 1992

L'ESPACE DES PSEUDO-ARCS D'UNE SURFACE

ROBERT CAUTY

Abstract. We prove that, for any surface M , the space of pseudo-arcs con-

tained in M is homeomorphic to M x I2 .

1. Introduction

Tous les espaces considérés ici sont supposés métriques separables et munis

d'une distance d fixée, mais arbitraire sauf indication contraire. Nous noterons

C(X) l'espace des sous-continus de X muni de la topologie définie par la dis-

tance de Hausdorff associée à d ; il est connu que la topologie ainsi obtenue sur

C(X) ne dépend pas du choix de d. Soit P(X) le sous-ensemble de C(X)

formé des continus homéomorphes au pseudo-arc. S. B. Nadler, Jr. a demandé

[8, 19.33] si P(R2) était homéomorphe à l'espace de Hubert l2 . Nous nous pro-

posons ici de répondre affirmativement à cette question et, plus généralement,

de démontrer le résultat suivant.

1.1.   Théorème. Pour toute surface M (avec ou sans bord), P(M) est homéo-

morphe à M x l2.

Rappelons qu'un sous-continu K d'une surface M est dit cellulaire s'il est

l'intersection d'une suite {Dn}%Lx de disques fermés tels que Dn+X soit con-
tenu dans l'intérieur de D„ pour tout « ; puisque nous sommes en dimension

deux, ceci équivaut au fait que K est contenu dans l'intérieur de M et est

homéomorphe à un sous-continu de la sphère S2 ne séparant pas cette sphère
(cela résulte, par exemple, du Théorème 3.1, p. 108, de [11]). Nous noterons

c. e.(M) le sous-espace de C(M) formé des continus cellulaires.
Notre démonstration n'utilise pratiquement aucune propriété particulière au

pseudo-arc; il nous suffit de savoir que si un pseudo-arc est contenu dans l'inté-

rieur d'une surface M, son intérieur est vide et il est cellulaire dans M. En

fait, l'étude de P(M) est ainsi ramenée à celle de c.e.(M) et de certains sous-

espaces de c.e.(M).

Soit D le disque unité ouvert du plan complexe; D = {z e C/\z\ < 1}. La

partie la plus délicate de la démonstration est de montrer que P(D) est une l2-

variété; cela prendra la plus grande partie de l'article et nécessitera l'utilisation

intensive de la théorie des représentations conformes. Une fois cela établi, nous

saurons que P(M) est une /2-variété (au moins si le bord de M est vide), et
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il suffira, pour achever la démonstration, de déterminer son type d'homotopie,

ce qui peut se faire par un argument géométrique simple.

La distance sur un espace métrique sera toujours notée d ; la distance de

Hausdorff associée sur C(X) sera toujours notée p. Si A et B sont des

sous-ensembles de X, nous noterons S (A) le diamètre de A, et nous poserons

d(A,B) — infaeA beBd(a, b); si A = {x}, nous écrirons d(x, B) au lieu

de d({x}, B). La boule ouverte (resp. fermée) de centre x et de rayon e

sera notée B(x, e) (resp. B(x, e)). Si A est un sous-ensemble de X, nous

identifierons C(A) à un sous-espace de C(X) et, si X est une surface, nous

poserons c.e.(^) = c.e.(X) n C(A) ; nous noterons FX(A) = {{a}/a e A} c
C(A).

L'espace X sera dit topologiquement complet s'il admet une distance com-

plète. Il est connu qu'un sous-espace A d'un espace complet X est topologique-

ment complet si, et seulement si, c'est un G¿ dans X.

Si X et Y sont des espaces métriques, nous noterons W(X, Y) l'espace
des fonctions continues de X dans Y avec la topologie compacte-ouverte.

Si X est localement compact, cette topologie coïncide avec la topologie de la

convergence uniforme sur tout compact de X. Une fonction /:I-»7 est

appelée un plongement si c'est un homéomorphisme de X sur f(X). Une

fonction / : X —► Y est dite fermée au-dessus d'un sous-ensemble A de Y

si, pour tout a dans A et tout voisinage U de f~x(a) dans X, il existe un

voisinage V de a dans Y tel que f~x(V) c U. L'expression semicontinue

supérieurement (resp. inférieurement) sera abrégée en s.c.s. (resp. s.c.i.).

Nous noterons / l'intervalle [0,1]. Une homotoppie est une fonction h :

X x I -> Y ; étant donnée une telle homotopie, nous noterons ht la fonction

h,(x) = h(x, t) de X dans Y.
Pour 0 < t < 1, définissons les sous-ensembles suivants du disque-unité

D : S(t) = {ze C/\z\ = t}, A(t) = {ze C/t < \z\ < 1} , B(t) = {z/\z\ < t} et
B(t) = {z/\z\ < t} . Nous noterons Sx le bord de D.

Pour terminer cette introduction, rappelons quelques résultats connus sur les

/2-variétés. Pour n > 1, soit /" le cube unité de dimension n ; notons 0^ti /"
la somme topologique de tous les /" .

1.2. Lemme. Un rétracte absolu de voisinage separable et topologiquement com-

plet X est un l2-variété si, et seulement si, pour toute fonction continue g :

0^i /" —► X et toute fonction continue e : X —>]0, oo[, il existe une fonction

continue k : 0^1, /" —► X vérifiant

(i) la famille {k(I")}%Lx est discrète dans X,
(ii) d(g(x), k(x)) < e(g(x)) pour tout x dans 0~ , /" .

Ceci est le Corollaire 3.2 de [9].

1.3. Lemme. Soient X un espace métrique et A un sous-ensemble de X. Sup-

posons qu'il existe une homotopie h : X x I —> X telle que (i) ho = id, (ii)

ht(X) c A pour tout t > 0. Alors
(a) X est un rétracte absolu de voisinage si, et seulement si, A en est un,

(b) si X est une l2-variété et si A est topologiquement complet, A est une

l2-variété,
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(c) si A est une l2-variété, X topologiquement complet et si, en outre, A

est ouvert dans X et la fonction h fermée au-dessus de X\A, alors X est une

l2-variété.

(a) résulte du Théorème 6.3, pp. 139-140, de [5],
(b) peut se prouver à l'aide de la version du Lemme 1.2 utilisant des recou-

vrements ouverts au lieu des fonctions e (si g est une fonction continue de

0^1, /" dans A et % = {U¡}j€j un recouvrement ouvert de A, soit, pour tout

i, U¡ un ouvert de X tel que U¡ = U¡ n X, et soit U' = \J¡ U-. La fonction

g peut être approximée dans U' par une fonction k' telle que les ensembles

{/c'(/")}~ , forment une famille discrète dans U'. L'homotopie h peut être

utilisée pour rentrer k' dans A en conservant une bonne approximation, ainsi

que la propriété des images des /" de former une famille discrète dans U',

donc à fortiori dans A).

(c) est un cas particulier du Théorème (B 1 ) de [ 10] (remarquer que l'hypothèse

sur h garantit que, pour toute fonction a continue et strictement positive sur

X, la fermeture de l'ensemble des points h(x, a(x)), x e X, est contenue

dans A).
Il est aussi clair que, sous les hypothèses du Lemme 1.3, X et A ont le même

type d'homotopie.

2. Rappel sur les représentations conformes

Nous regarderons la sphère de Riemann tantôt comme le compactifié Cu{oo}

du plan complexe, tantôt comme la sphère unité S2 = {x = (xx, x2, x$) e

R3/xx + x2 + x2 = 1} , les deux étant identifiés par projection stéréographique

depuis le pôle nord (0,0, 1) de S2. Par cette identification, D correspond à

l'hémisphère inférieur (x3 < 0) de S2 .
Soient {H„}^LX des domaines simplement connexes de S2 contenant tous

un disque fixé de centre po. Soit H l'ensemble (ouvert) des points p de

S2 pour lesquels il existe un voisinage V de p et un entier «0 tels que Hn

contienne V pour « > «o- Le noyau de la suite {Hn}™=x (par rapport à po)

est la composante connexe de H qui contient po. On dit que la suite {Hn}^=x

converge vers un domaine Ho au sens de Carathéodory (par rapport au point

Po) si toute sous-suite de {Hn} a pour noyau /Zo-

ll est connu qu'étant donné un domaine simplement connexe H de S2 dont

le complémentaire contient plus d'un point, et un point p de H n C, il existe

une unique représentation conforme f de D sur H telle que /(0) — p et

f'(0) > 0 [7, Théorème 1.3, p. 13].

2.1. Lemme. Soient {Hn}™=0 des domaines simplement connexes de S2 dont

les complémentaires ne sont pas dégénérés. Pour n > 0, soit p„ un point de

H„r\C. Supposons que les Hn contiennent tous un disque fixé de centre po, et

que la suite {i>n}£Li converge vers p0. Soit fn la représentation conforme de D

sur Hn telle que f„(0) = pn et f¿(0) > 0. Si la suite {H„}%LX converge vers H0

au sens de Carathéodory, alors la suite {fn}nxLx converge vers fo uniformément

sur tout compact de D.

Ce lemme est prouvé dans [7, Théorème 2.1, p. 33] lorsque les Hn sont

des sous-ensembles uniformément bornés de C et les p„ tous égaux à po ■

La démonstration s'applique sans changement quand  {pn}^=x  est une suite
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quelconque tendant vers po > et cela suffit à traiter le case particulier où les

ensembles S2\Hn contiennent tous un disque fixé; le cas général se ramène à

celui-ci comme suit. Prenons deux points distincts qo et /o de la frontière

de S2\H0 . La convergence au sens de Carathéodory de {Hn}%Lx vers H0 im-

plique l'existence de suites {qn}^] et {rn}^=l avec q„ et rn dans S2\Hn pour

n > 1, qui convergent vers qo et ro resp. (si, par exemple, {qn} n'existait pas,

il y aurait une sous-suite {H„k} telle que le noyau de {H„k} par rapport à po

contienne un voisinage de q0). Nous supposons qn ^ r„ pour tout n. Soit

T„ l'unique homographie de S2 qui envoie pn, qn et r„ sur 1, 0 et oo resp.

Alors {Tn}™=x converge uniformément vers To sur S2, et {T~X}%LX converge

uniformément vers T0~l. On peut vérifier que les ensembles {T„(Hn)}™=x con-

tiennent tous un disque fixé de centre 1 et que la suite {T„(Hn)}™=x converge

vers To(Ho) au sens de Carathéodory. Soit k„ l'unique racine carrée holo-

morphe sur T„(H„) telle que kn(l) = 1; kn est injective sur T„(H„). On

peut vérifier que les ensembles H'n = kn(Tn(Hn)), n > 0, contiennent tous

un disque fixé de centre 1 dont le symétrique par rapport à l'origine est con-

tenu dans tous les S2\Hn , et que la suite {H'n}n=x converge vers H'0 au sens

de Carathéodory. D'après le cas particulier, {kn o Tn o fn}^=x converge uni-

formément sur tout compact vers ko o To o fi, (les dérivées (kn o T„ o fn)'(0)

ne sont pas nécessairement positives, mais l'argument de (k„ oT„o f„)'(0), qui

est égal à l'argument de T'n(p„), tend vers l'argument de (ko ° T0 o fo)'(0), ce

qui suffit pour la démonstration du Théorème 2.1 de [7]). La convergence de

{./n}£Li vers fo s'en déduit facilement.

La réciproque de Lemme 2.1, prouvée dans [7, Théorème 2.1] lorsque les Hn

sont uniformément bornés dans C, est encore vraie dans le cas général, mais

nous n'en avons pas besoin.
La remarque élémentaire suivante, combinée avec le lemme précédent, per-

mettra d'utiliser les représentations conformes pour l'étude de c.e.(D).

2.2. Lemme. Soient Po un point de S2, {Cn}™=0 des éléments de C(S2) ne

contenant pas po et, pour n > 0, H„ la composante de S2\C„ qui contient

p0. Si la suite {Cn}™=x converge vers C0 dans C(S2), alors la suite {Hn}f=x

converge vers Hq au sens de Carathéodory (par rapport à po).

Démonstration. Cela résulte du fait que si x appartient à Co , il est limite d'une

suite {xn}%Lx où x„ appartient à C„ pour tout n, tandis que si x appartient

à 52\Co et si V est un voisinage compact de x contenu dans 52\Co, alors

V n C„ = 0_si n est assez grand.

Soit s/(D) l'ensemble des plongements de D dans C dont la restriction à

D est une représentation conforme.

2.3. Lemme. sf(D) est un rétracte absolu de voisinage.

C'est le Lemme 11 de [6].

3. L'espace des continus nondégénérés de c.e.(D)

Posons c. e.*(D) = c. e.(D)\Fx (D). Nous allons démontrer dans cette section

que le couple (c.e.(D), c.e.*(D)) vérifie l'hypothèse du Lemma 1.3.

Nous aurons besoin du fait élémentaire suivant.
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3.1. Lemme. Soient {/n}^o des courbes simples fermées dans S2; pour n>

0, soient D„ et En les fermetures des composantes de S2\Jn. Si, dans C(S2),

{Jn}™=x converge vers Jo et {AJ^li converge vers Do, alors {E„}^LX converge

vers Eo.

Démonstration. Nous avons Jo c liminf/„ c liminfis„ . Soit x un point de

S2\Jo, et soit B un disque fermé de centre x disjoint de Jo . Alors Br\Jn = 0

pour n assez grand, donc B est contenu dans Dn ou dans Èn . Si x appartient

à ¿>o, alors B rencontre D„ pour n grand, donc est contenu dans Dn ; par

suite, B n En = 0 pour n grand, donc x $ lim sup En. Si x est dans E0,

B n D„ est vide pour n grand, d'où B c En et x 6 liminf£„ . Nous avons

donc

Eo C liminf En c lim sup £„ c S2\È>o = E0,

d'où le résultat.

3.2. Lemme. // existe un homotopie <I> : c. e.(D) x / -> c.e.(D) et une fonction

continue <p : ce(D)x]0, l]-*ö vérifiant

(i) O0 = id,
(ii) pour tout point x de D et tout t dans 1, 0>({x}, t) = {x},

(iii) pour tout C dans c.e.*(D) et tout t > 0, <Ï>(C, t) est un disque fermé,
(iv) pour tout x de D et tout t dans ]0, 1], cp({x), t) —x,

(v) pour tout C dans c.e.*(D) et tout t>0, (p(C, t) appartient à l'intérieur

de <S>(C,t).

Démonstration. Fixons un point po de C\D. Pour C dans c. e.*(Z>), soit fc

la représentation conforme de D sur S2\C telle que fc(0) = po et /¿(O) > 0.

D'après le Lemmes 2.1 et 2.2, la fonction F : c.e.(D) —► W(D, S2) définie par

F(C) = fc est continue.
Pour (C, s) dans c.e.*(D)x]0, 1[, posons

S(C, s) = C U fc(A(s)) = S2\fc(B(s)).

X(C, s) est un disque contenant C. La fonction Z est continue car, si
{(C„ , 5«)}^) converge vers (Co, So) dans c. e.*(D)x]0, 1[, il résulte de la con-

tinuitéde F que {fcn(S(sn))}™=, et {/c.(fi(J„))}~, convergent vers fc0(S(s0))

et fc0(B(so)) resp.; le Lemme 3.1 entraîne alors que {X(C„ , sn)} converge vers

S(C0,5o).
Pour C dans c.e.*(D) et 0 < t < 1, posons

(1)      a(C, t) = inf{s > 0/p(C, S(C, s)) < t- min(ô(C), d(C, S2\D))}

a(C, t) > 0 car fc(0) = Po appartient à S2\D. De plus, a(C, /) < 1 car

I(C, s) contient C, et l'ensemble des x e S2 vérifiant

d(x,C)>t- min(ô(C),d(C, S2\D))

est un compact contenu dans S2\C, donc dans fc(B(s)) si s est assez proche

de 1. Remarquons aussi que, puisque C c X(C, s) c X(C, s') pour s' < s < 1,

tout nombre s > a(C, t) vérifie p(C, X(C, s)) < Z • min(<5(C), d(C, S2\D)).
La fonction a est s.c.s. car il résulte de la continuité des fonctions S, d(-, S2\D)
et Z que, pour un 5 donné dans ]0, 1[, l'ensemble des (C, t) vérifiant

p(C,l(C,s))<t-min(ô(C),d(C,S2\D)) est ouvert dans c.e.*(D)x]0, l[.
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Puisque a est s.c.s. et strictement inférieure à 1, nous pouvons [3, Théorème

4.3, p. 171] trouver une fonction continue y : c.e.*(£>)x]0, 1] -*]0, 1] vérifiant

(2) a(C ,t) <y(C, t) < 1    quels que soient C et t.

Définissons maintenant O par

®(C,t) = C   sit = OousiCeFx(D),

<D(C, t) = X(C, y(C, t))   si(C,t)ec.e.*(D)x]0, 1].

Il résulte de (1) et (2) que <Ï>(C, t) est contenu dans D. Les conditions (i) et

(ii) sont vérifiées par définition, et (iii) résulte d'une remarque précédente. La

continuité de i> en un point de l'ouvert c. e.*(D)x]0, 1] résulte de la continuité

des fonctions X et y. Soit {(C„, tn)}„*Lx une suite d'éléments de c.e.(D) x /

convergeant vers un point (Co, to) de (c.e.(D) x {0}) U (FX(D) x I). Il résulte

de (3), (2) et (1) que p(Cn, <P(C„, tn)) tend vers zéro, donc {<P(C„, tn)} a

la même limite Co = <P(Co, to) Que {C„} , d'où la continuité de O en un tel

point (C0, to).

Pour (C, t) dans c.e.*(D)x]0, 1], le réel \(y(C, t)+l) est dans l'intérieur

de A(y(C, t)). Nous pouvons donc définir (p par

<p({x}, t) = x   pour x dans D et t > 0,

<P(C, t) = fc(\(y(C, t) + 1))   pour (C, t) dans c.e.*(£>)x]0, 1].

Il est clair que les conditions (iv) et (v) sont vérifiées. La continuité de
(p en un point de c.e.*(D)x]0, 1] résulte de la continuité de F et de y.

Soit {(Cn, tn)} une suite tendant vers un point ({x0}, t0) de Fx(D)x]0, 1].

Alors {<P(C„, tn)}™=x tend vers {x0}, donc, puisque q>(Cn, t„) appartient à

<P(C„ , t„), {q>(Cn , tn)}™=x tend vers x0 = <p({xo} » ¿o). d'où la continuité de (p

en ({xo}, t0).

Convention. Dans toute la suite de cet article, les notations fc, F et X auront

la même signification que dans la démonstration précédente.

3.3.   Lemme. // existe une homotopie 4* : c.e.(D) x I —> c.e.(D) vérifiant

(i) »Fo = id,
(ii) pour tout t>0, ^(c.e.(D)) est contenu dans c.e.*(D).

Démonstration. Si x est un point de S2 , nous noterons x son antipode. Nous

utiliserons la distance d sur S2 induite par la distance euclidienne de R3.

Pour x dans D et tout e vérifiant

(1) 0 < e < d(x, S2\D),

soit X(x, e) la fonction de S2 sur S2 définie comme suit: X(x, e) est l'identité

hors de B(x, e) et en jc, contracte B(x, e/2) sur le point x et, pour tout demi-

grand cercle L reliant x à je, envoie Ln(B(x, e)\B(x, e/2)) sur LC\B(x, e)
linéairement (au sens de la longueur du sous-arc de L). Il est clair que X(x, e)

dépend continuement des éléments x, e vérifiant (1).

Les fonctions <I> et <p étant celles du Lemme 3.2, posons, pour (C, t)

dans c.e.(D)x]0, 1], e(C, t) = d(®(C, t), S2\D) < d(<p(C, t),S2\D). Nous
définissons alors une fonction continue A de c.e.(D)x]0, 1] dans W(S2,S2)

par

A(C, t) = X((p(C, t), ts(C, t)).
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Soit K un continu contenant <p(C, t) et contenu dans D. Puisque A(C, t)

est l'identité sur S2\D, A(C, t)~x(K) est contenu dans D. De plus,

A(C, t)~x(K) contient le disque nondégénéré B(<p(C, t), ¿e(C, t)) et A(C, t)

induit un homéomorphisme de S2\A(C, t)~x(K) sur S2\K. Par suite,

A(C, t)~x(K) est dans c.e.*(D) si K est dans c.e.(D). Nous pouvons donc

définir la fonction *F : c. e.(D) x / -► c. e.(D) par

»F(C,0) = C,    4/(C,/) = A(C,/)-1(<D(C,0)   si r > 0.

Les conditions (i) et (ii) sont alors vérifiées. Pour voir la continuité de *F, soit

{(Cn , tn)}n*Lx une suite d'éléments de c.e.(D) x I convergeant vers (Co, to).

Distinguons deux cas.

Cas 1. to = 0. Puisque, pour t > 0, A(C, t) est l'identité hors du disque

B(<p(C, t), te(C, t)) et envoie ce disque sur lui-même, nous avons

(2)    pÇV(C, t), 4>(C, i)) < S(B(y(C, t), te(C, t))) = 2te(C, t) < 2tô(S2).

Puisque {t„} tend vers zéro, les suites {*¥(Cn, tn)} et {0(C„, /„)} ont donc

la même limite <D(C0, 0) = C0 = »F(Co, 0).

Cas 2. to > 0. Nous pouvons supposer tn> 0 pour tout n . Les fonctions <p

et G> étant continues, {<p(Cn,tn)} tend vers ^(Co,Zo) et {e(C„,t„)} vers

e(Co, to), donc le disque B(q>(C„, t„), (t„/2)e(C„, t„)) tend vers le disque

B(tp(Co, to), (to/2)e(Co, to)). Tout point de S2 autre que q>(Co, to) a un
voisinage compact V tel que, posant A„ = A(C„,r„), A"1^ soit injec-

tive pour n assez grand et que la suite {A~'|F} converge uniformément vers

AqX\V ; il est facile d'en déduire que x est dans la limite

supérieure (resp. inférieure) de {<S>(Cn, tn)} si, et seulement si, AqX(x) est

dans la limite supérieure (resp. inférieure) de {*P(C„, t„)}. Combinée avec

ce qui précède, la continuité 4> entraîne alors que de {^(Cn, tn)} tend vers

4.   C. e.(D)   EST UN RÉTRACTE ABSOLU DE VOISINAGE

4.1. Lemme. c.e.(D) et c.e.*(D) sont des rétractes absolus de voisinage.

Pour prouver cela, nous aurons besoin du résultat suivant.

4.2. Lemme. Soient X, Y deux espaces métriques, A un fermé de X, g une

fonction continue de A dans Y et G : A x I —► Y une homotopie telle que

Go = g ■ Si la restriction de G à v4x]0, 1] se prolonge à un voisinage de

Ax]0, 1] dans Xx]0, 1], alors g se prolonge à un voisinage de A dans X.

Le Lemme 4.2 est un corollaire d'un théorème de Dowker [2, Théorème 1], (si

V est un voisinage ouvert de ^x]0, 1] dans Xx]0, 1] auquel G se prolonge,

et si V n (X x {1}) = W x {1} , ce théorème implique que g se prolonge à W).

Démonstration du Lemme 4.1. D'après les Lemmes 1.3 et 3.3, il suffit de traiter

le cas de c.e.*(D). Soient donc X un espace métrique, A un fermé de X

et g une fonction continue de A dans c.e.*(D). Définissons l'homotopie
G:^x/^c.e.*(D) par

G(x, t)--= <î>(g(x), t),
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où <P est l'homotopie construite au Lemme 3.2. Alors Go = g, donc, d'après le

Lemme 4.2, il suffit de montrer que la restriction de G à ^4x]0, 1] se prolonge

à un voisinage de ^4x]0, 1] dans Xx]0, 1]. Rappelons que, pour (C, t) dans

c.e.*(D)x]0, 1],

(1) 4>(C,t) = ï(C,y(C,t)),

où y est une fonction continue de c. e.*(D)x]0, 1] dans ]0, 1[. Pour (x, t)

dans Ax]0, 1], nous pouvons, puisque y(g(x), t) < 1, définir une fonction

continue H(x, t) de D dans S2 par

(2) H(x,t)(z) = F(g(x))(y(g(x),t)-z),        zeD.

Puisque_ F et y sont continues, H est une fonction continue de ^lx]0, 1]

dans W(D,S2). Puisque F(g(x)) est une représentation conforme de D

sur S2\g(x), la fonction H prend ses valeurs dans le sous-ensemble Z de

W(D, S2) formé des plongements dont les restrictions à D sont des représenta-

tions conformes. Ce sous-ensemble Z est localement homéomorphe à

l'ensemble s/(D) du Lemme 2.3, donc est un rétracte absolu de voisinage.

Nous pouvons donc trouver un voisinage V de Ax]0, 1] dans Xx]0, 1] et

un prolongement H : V —> Z de H. Définissons G : V —► C(S2) par

G(x, t) = S2\H(x, t)(D),        (x,t)eV.

G(x, t) est donc un disque de bord H(x, t)(Sx), donc un élément de

c. e.*(5'2). La fonction G est continue. En effet, si {(x„, t„)}%Lx converge

vers (xo, to), il résulte de la continuité de H que la suite de courbes simples

fermées {H(xn, tn)(Sx)} converge vers H(x0, to)(Sx) et que la suite de dis-

ques {H(x„, tn)(D)} converge vers H(xo, to)(D); il résulte alors du Lemme

3.1 que {G(x„ , tn)} converge vers G(xo, to) ■
Pour (x, t) dans Ax]0, 1], nous avons

H(x, t)(D) = H(x, t)(D) = F(g(x))(B(y(g(x), t)))

(d'après (2)), d'où G(x, t) = S2\F(g(x))(B(y(g(x), /))) = Z(g(x), y(g(x), t))

= <S>(g(x), t) = G(x, t). Ceci montre que G prolonge G. Quitte à restreindre

V, nous pouvons supposer que G prend ses valeurs dans l'ouvert c. e.*(D) de

c. e.*(S2), d'où le lemme.

5. DÉFORMATION DE  C.e.*(Z>)   EN  P(D)

Nous allons montrer dans cette section que le couple (c. e.*(D), P(D)) vérifie

l'hypothèse du Lemme 1.3. Nous avons besoin d'un résultat auxiliaire.

5.1.   Lemme. // existe un chemin 6 : [0, 1] -> C(D) vérifiant

(i) 6(0)= D,
(ii) pour 0 < t < 1, 6(t) est un pseudo-arc contenu dans D.

Démonstration. Soient a = (-1,0), b = (1, 0), J = [-1, 1] x {0} c R2
et E = [-2, 2] x [-2, 2]. Nous allons construire, pour 0 < t < 1, un arc

Jt d'extrémités a(t) et b(t), un disque E, contenant Jt et contenu dans D,

et un homéomorphisme nt du couple (E, J) sur le couple (Et, Jt) tel que

nt(a) = a(t) et nt(b) = b(t), ces objets vérifiant les conditions suivantes:
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(1) Si 0 < t < t' < 1, alors Jv c Jt.
(2) U(>0 Jt est dense dans D.

(3) Il ya une fonction e(t), tendant vers zéro avec t, telle que, pour tout

t > 0 et tout point x de Jt\{a(t), b(t)}, il existe un arc Kx de diamètre

inférieur à e(t) dans D tel que Et n Kx sépare a(t) et b(t) dans Et.

(4) La fonction t —> nt de ]0, 1] dans fê(E, D) est continue.

Supposant ces objets construits, prenons un pseudo-arc Po contenu dans E

et contenant les deux points a et b . Définissons alors le chemin 6 par
6(0) =D,
6(t) = nt(P0) pour 0 < t < 1.
Pour tout t > 0, 6(t) est un pseudo-arc. La continuité de 6 sur ]0, 1]

résulte de (4). Puisque nt envoie J sur Jt, il envoie les points a et b sur

les points a(t) et b(t), donc 6(t) contient a(t) et b(t). Par suite, tout sous-

ensemble de Et qui sépare a(t) et b(t) dans Et rencontre 6(t). La condition

(3) entraîne alors que tout point de Jt est à une distance inférieure à e(t) de

6(t). Puisque 6(t) c D, nous avons donc, par définition de la distance de

Hausdorff,

p(D,e(t))<p(D,Jt) + e(t).

Les conditions (1) et (2) entraînent que p(D, Jt) tend vers zéro avec t ; avec

(3), cela entraîne la continuité de 6 en 0.

Pour construire Jt, Et et nt, prenons un sous-ensemble dénombrable Q =

{îi'}/Si de D dense dans D. Construisons les arcs Jx/n par récurrence. Soit

Jx un segment horizontal d'extrémités a(l) et b(l). Supposons Jx¡n con-

struit, d'extrémités a(i/n) = a(l) et b(l/n). Soit q¡n le premier point de

Q n'appartenant pas à JX/n, et soit L„ un arc polygonal formé de segments

parallèles à l'un des axes de coordonnées, d'extrémités b(l/n) et q¡n, tel que

L„ n JX/n = {b(l/n)} . Posons Jx¡n+i = JX/„ UL„ et b(l/n + 1) = q¡n. Les arcs

JX/n étant ainsi définis, Jt sera, pour -¡A^ < t < A, un sous-arc de /i/(n+i),

d'extrémités a(t) = a(l) et b(t), où b(t) parcourt de façon monotone l'arc Ln

lorsque t varie de A à -¡¡^ . La condition (1) est évidemment satisfaite, et (2)

résulte du fait que (J,>o ¿t contient Q.
Pour t > 0, J, est donc la réunion d'un nombre fini de segments parallèles

à l'un des axes de coordonnées. Prenons pour Et la réunioin d'un nombre

fini de rectangles de côtés parallèles aux axes, un pour chacun des segments

composant Jt, et chacun d'eux contenant le segment correspondant dans son

intérieur. Nous supposons tous ces rectangles de la même largeur, laquelle tend

vers zéro avec t et est suffisamment petite pour que deux tels rectangles ne

se rencontrent que si les segments de Jt qu'ils entourent ont une extrémité

commune; il est facile de voir que cela entraîne la condition (3). Qu'il soit

possible, en faisant varier continuement les dimensions des rectangles, de choisir

les homéomorphismes nt de façon à vérifier la condition (4) est un exercice

laborieux, mais géométriquement clair, que nous laissons au lecteur.

5.2.   Lemme. // existe un homotopie 8 : c. e.*(D) x I —► c.e.*(D) vérifiant

(i) 6o = id,
(ii) et(c.e.*(D)) c P(D) pour tout t > 0.

Démonstration. Soient <ï> et tp les fonctions construites au Lemme 3.2. Rap-

pelons que, pour C dans c.e.*(D) et 0 < t < 1, 0(C, t) = X(C, y(C, t))
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est un disque fermé contenant C et contenu dans D, et tp(C, t) un point

intérieur à <P(C, t). De plus, posant

(1) e(C,t) = t> min(ô(C), d(C, S2\D)),

O est construite de façon à vérifier

(2) p(C,0(C, t)) <e(C, t)   quel que soit (C, t) dans c.e.*(D)x]0, 1].

Soit H(C, t) l'intérieur de 0(C, t), et soit g(C, t) l'unique représentation
conforme de D sur H(C, t) telle que g(C, t)(0) = <p(C, t) et g'(C, t)(0) >
0. La fonction g : c. e.*(Z>)x]0, 1] -> ^(D, S2) ainsi obtenue est continue.

En effet, soit {(C„,tn)}%Lx une suite convergeant vers (Co,/o) dans

c. e.*(D)x]0, 1]. D'après la continuité de (p , {(p(Cn, t„)} tend vers <p(Co, to);

de plus, la fermeture de S2\<S>(C, t) qui est fc(B(y(C, t))), dépend con-

tinuement de 0(C, t), donc si n = \d((p(Co, to), 5,2\<P(C0, fo)), le disque
B((p(Co, to), n) est contenu dans 0(C„, tn), donc dans H(Cn, tn), pour n

assez grand. Donc, pour montrer que {g(C„ , tn)} tend vers g (Co, to), il suf-

fit, d'après le Lemme 2.1, de vérifier que {H(Cn , tn)} converge vers H(Co, to)

au sense de Carathéodory (relativement à <p(Co, fo))- Mais cela résulte du

Lemme 2.2 et de la continuité de la fermeture de S2\0(C, t).
Pour (C, t) dans c. e.*(D)x]0, 1 ], soit ß(C, t) la borne inférieure des nom-

bres 0 < s < 1 vérifiant

(3) p(®(C, t), g(C, t)(B(s))) < e(C, t).

Puisque l'intérieur H(C, t) de Í>(C, t) est réunion des disques

g(C, t)(B(s)) avec 0 < s < 1 et que B(s) c B(s') si s < s', nous avons

ß(C, t) < 1 et tout nombre s vérifiant ß(C, t) < s < 1 satisfait la condition
(3). De plus, la continuité des fonctions <I>, g et e garantit que ß est s.c.s.

sur c. e.*(L>)x]0, 1]. Nous pouvons donc trouver [3, Théorème 4.3, p. 171] une
fonction continue u : c. e.*(D)x]0, 1] -> / vérifiant

(4) ß(C,t)<u(C,t)<l   V(C,t)ec.e.*(D)x]0,l].

Posons alors, pour (C, t) dans c. e.*(£>)x]0, 1],

<D2(C, t) = g(C, t)(B(u(C, t))).

Compte-tenu de ce qui précède, il résulte de (3) et (4) que

(5) p(®(C,t),<i>2(C,t))<e(C,t).

Soit 6 : [0, 1] -» C(D) le chemin du Lemme 5.1. Pour (C, t) dans

c.e.*(D)x]0, 1], soit r(C, t) l'homéomorphisme radial de D sur B(u(C, t))

défini par r(C, t)(z) = u(C, t)-z(z e D); r(C, t) dépend continuement de

(C, t). Soit ¿¡(C, t) la borne supérieure de l'ensemble des s e [0, 1] vérifiant

(6) p(<b2(C,t),g(C,t)°r(C,t)(6(s')))<e(C,t)   pour tout s' < s.

Puisque 0(0) = D, g(C, t) o r(C, t)(6(0)) = <P2(C, t) ; la continuité de 6
entraîne que £(C, t) > 0. De plus, la continuité des fonctions O2, g, r, 6 et

e entraîne que t] est s.c.i. Nous pouvons donc trouver une fonction continue

v:c.e.*(D)x]0, 1]^I vérifiant

(7) 0<v(C,t)<t;(C,t)   V(C,/)ec.e.*(£>)x]0, 1].
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Nous pouvons maintenant définir 8 comme suit

8(C,0) = C,
8(C, t) = g(C, t)or(C, t)(6(v(C, t)))   pourz>0.
Pour t > 0, 8(C, t) est contenu dans <P2(C, t) c H(C, t) c D et, puisque

v(C, t) > 0, 8(C, t) est un pseudo-arc. Par suite, 8 envoie c.e.*(D)xI dans

c.e.*(D) et vérifie les conditions (i) et (ii). La continuité de 8 aux points de
c.e.*(D)x]0, 1] résulte de la continuité des fonctions g, r, 6 et v . D'autre

part, il résulte de (6) et (7) que, pour (C, t) dans c.e.*(D)x]0, 1], nous avons

(8) p(<ï>2(C,t),e(C,t))<e(C,t).

Combiné avec les relations (2), (5), (8) et (1), cela entraîne

p(C, e(C, t)) < 3e(C, t) < 3tô(S2)   pour t > 0.

La continuité de <I> aux points de c. e.*(D) x {0} en résulte, d'où le lemme.

6.   P(D)   EST UNE  /2-VARIÉTÉ

Introduisons, pour des raisons techniques, un nouveau sous-ensemble de

ce.* (S2). Soit c.e.v(S2) le sous-ensemble de ce.(S2) formé des continus

nondégénérés dont l'intérieur est vide, et soit c.e.v(D) = c.e.v(S2) Dc.e.(D).

6.1. Lemme. c. e.(S2) et c.e.v(S2) sont topologiquement complets.

Démonstration. Puisque C(S2) est compact, il suffit de montrer que c. e.(S2)

et c.e.v(S2) sont des Gs dans C(S2). Soit P un sous-ensemble dénombrable

partout dense de S2 . Un élément de C(S2) n'appartient pas à c. e.^2) si, et

seulement si, il sépare S2 , donc sépare au moins deux points de P dans S2 .

Pour p et q des points distincts de P, notons EPyQ l'ensemble des éléments

de C(S2) qui ne séparent pas p et q. Alors, c. e.(S2) est l'intersection de

la famille dénombrable des Ep>q (p ^ q). Mais EPt(J est la réunion de
l'ensemble FPyt¡ formé des continus contenant au moins un des points p et

q et de l'ensemble GPtq formé des continus C pour lesquels il existe un arc
disjoint de C reliant p a q. Puisque FPyq est fermé et Gp,q ouvert, EPiq

est un Gs quels que soient p et q, donc c. e.^2) en est un aussi.

Soit {U„}™=x une base dénombrable de S2. L'ensemble H„ formé des

continus contenant Un est fermé dans S2. Un continu a un intérieur non

vide si, et seulement si, il contient l'un des U„, n > 1, donc c. e.v(S2) =

c.e.(S2)\(Fx(S2) U (\J^LxHn)), ce qui montre que ce^OS2) est aussi un G¿

dans C(S2).

Définissons une fonction U : c.e.v(D)x]0, 1] -> C(S2) par

ÏI(C, t) = fc(S(t))   si 0 < i < 1,

n(c, i) = c.

6.2. Lemme. La fonction U est continue.

Démonstration. La continuité de n en un point de c.e.v(D)x]0, 1[ résulte de

la continuité de F .
Fixons un élément C de c. e.v(D) et un e > 0. Soient yx, ... ,yn des points

de C tels que les boules B¡ = B(y¡, e/4), 1 < i < n , recouvrent C. Soit A
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un sous-ensemble compact connexe de S2\C contenant S2\D et l'ensemble

des points x de S2 vérifiant d(x, C) > e/2; il ya un r0 tel que fc(B(t0))
contienne A. Puisque C a un intérieur vide, B¿\C ^ 0 , i = 1, ... , n ; fixons

un point a¡ de B¡\C. Soient z, = f¿l(a¡) et t¡ = \z¡\. La continuité de F

permet de trouver un n < f tel que p(C, C) < n entraîne

(1) fc>(S(to))cS2\N,
(2) C'cUUBi,
(3) fc-(zi)eBi.
Soient C avec p(C, C) < n et t > max(Z0, h,... ,tn). D'après (1) et la

connexité de A, l'ensemble A est contenu dans fc(B(to)), donc, pour tout

z dans S(t), nous avons

d(fo(z), C) < d(fc(z) ,C) + p(C,C')<e- + n<e.

Soit y un point de C ; d'après (2), il y a un indice i tel que 5, contienne

y. D'après (3), B¡ contient a\ = fc(z¡), donc aussi un arc 7, irréductible

entre a\ et C'nfî,. L'ensemble K¡ = f¿x(J¡\C) est connexe, contient z,,
et sa fermeture rencontre le bord de D ; K¡ rencontre donc tous les S(s) avec

s > \z¡\ = U. Il y a donc un point de fc(S(t)) dans B¿, d'où d(y, fc(S(t)) <
e/2). Par suite, d'après la définition de la distance de Hausdorff, nous avons

p(C, fc (S(t))) < e   si p(C, C) <q et t > max(/0, h ,..., t„),

d'où la continuité de n au point (C, 1).

6.3.   Lemme.  P(D) et c.e.v(D) sont des l2-variétés.

Démonstration. Il est connu [0, Théorème 2] que P(S2) est topologiquement

complet, donc aussi son ouvert P(D) ; c.e.v(D), étant ouvert dans ce.^(52),

est aussi topologiquement complet. D'après les Lemmes 1.3, 4.1 et 5.2, tout

sous-ensemble de c. e.*(D) qui contient P(D) est un rétracte absolu de voisi-

nage; en particulier, c.e.„(fl) et P(D) sont des rétractes absolus de voisi-

nage. La restriction 8' de l'homotopie 8 du Lemme 5.2 à ce.t,(.D) vérifie (i)
80 = id et (ii) &t(c.e.v(D)) c P(D) pour t > 0; d'après le Lemme 1.3 (b), il

suffit donc de démontrer que c. e.„ (D) est une /2-variété.

Compte-tenu de ce qui précède et du Lemme 1.2, il ne reste plus qu'à vérifier

que si e: c.e.„(ö) —>]0,oo[ et g: 0^,/" -» c.e.v(D) sont des fonctions

continues, il existe une fonction continue k : 0^ /" —► c.e.„(ß) vérifiant

(i) la famille {A:(/")}~ , est discrète dans ce.u(-D),

(ii) p(g(x), k(x)) < e(g(x)) pour tout x dans 0^,/".

Nous pouvons supposer que e vérifie

(1) 0<e(C)<min(r5(C),i/(C,.S2\D))   VC 6 c.e.„(D).

Pour C dans c. e.v(D), soit a(C) la borne inférieure des t< 1 vérifiant

(2) p(fc(S(s)), C) < \e(C)   pour tout s e [t, 1[.

La continuité de la fonction n garantit que a(C) < 1 pour tout C dans

c.e.„(ö) et que la fonction a est s.c.s. ((2) équivaut à p(Yl(C, s), C) < \e(C)

pour 5 e [t,l]). Nous pouvons donc trouver une fonction continue u :

c.e.v(D) —> / vérifiant

(3) a(C) < u(C) < 1    VC e c.e.v(D),
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d'où en particulier,

(4) p(fc(S(u(C))), C) < ie(C)   VCec.e.„(Z)).

Le plan R2 étant muni de coordonnées polaires (r, 6), posons, pour C dans

c.e.v(D),

Mn(C) = {(r,A)/u(C)<r<x2(l + u(C))},

Mo(C) = {(r, 0)/u(C) < r < 1(1 + u(C))}.

Pour C dans c. e.v(D) et n < Ç < 2n , posons

R(C, Í) = {(r, 6)/r = u(C) et 0 < 6 < ¿}       (c S(u(C))).

Il est clair que Mn(C) dépend continuement de C et que R(C,Ç) dépend

continuement de C et de £.

Pour C dans c.e.„(ö) et n > 1, soit ßn(C) la borne inférieure des nombres

6 > n vérifiant

(5) p(fc(R(C,0), fc(S(u(C))))< min(A,i2e(C))   V{ e [0, 2tt] .

Il est clair que ßn(C) < 2n, et la continuité des fonctions F, R(C, ¿;) et

u entraîne que ß„ est s.c.s. sur c. e.v(D). Nous pouvons donc trouver des

fonctions continues Çn : c.e.v(D) -> [n, 2n] vérifiant

(6) ßn(C) < Çn(C) < 2n   pour tout C dans c.e.v(D)       (n>l).

En particulier,

(7) p(fc(R(C, UQ)),fc(S(u(C)))) < min(i, Ie(C)).

Pour C dans c.e.„(D) et n > 1, posons

Xn(C) = R(C,UC))u((jMi(C)\ .

Il est clair que X„(C) dépend continuement de C.

Nous pouvons maintenant définir la fonction k. Dans sa formule, nous

poserons, pour x dans 0^ I" , C = g(x). Posons

k(x) = fc(Xn(C))   sixel", n>\.

Il est clair que k(x) est un élément de ce.„(5'2), et la continuité de k

résulte de la continuité des fonctions F et Xn . Montrons que la condition (ii)

est vérifiée. Par construction, Xn(C) est contenu dans la réunion des S(t) avec

t > u(C), donc il résulte de (2) et (3) que

(8) d(y, C) < \e(C),    Vy e fc(Xn(C)).

Il résulte de (4) et (7) que p(C, fc(R(C, £„(C)))) < e(C) ; puisque
R(C, Çn(C)) C Xn(C), nous avons donc, pour tout y dans C,

(9) d(y, fc(Xn(C))) < d(y,fc(R(C,UQ)))

<p(C,fc(R(C,UC))))<e(C).

Par définition de la distance de Hausdorff, il résulte de (8) et (9) avec C =

g(x) que

oo

(10) p(g(x), k(x)) < e(g(x))   Vxe®/\
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ce qui prouve la condition (ii) et, compte-tenu de (1), montre que k(x) est

contenu dans D.

Il est clair que, quels que soient les ensembles C et C dans ce.„(D), X„(C)

et Xm(C) sont homéomorphes si, et seulement si, n = m . Puisque fc(Xn(C))

est homéomorphe à Xn(C), il en résulte que si x appartient à /" et x' à Im

avec n ^ m, les ensembles k(x) et k(x') ne sont pas homéomorphes. Par

suite, les ensembles {k(In)}%Lx sont des compacts deux à deux disjoints, donc,

si la condition (i) n'est pas vérifiée, nous pouvons trouver une suite strictement

croissante {«/}/î, d'entiers et, pour / > 1, un point x¡ de In>, de façon

que la suite {k(x¡)} converge vers un élément C de c.e.,(D). Pour / > 1,

posons C¡ = g(x¡), f¡ = fc, et u¡ = u(C¡). Quitte à extraire une sous-suite,

nous pouvons supposer que {C¡}fix converge vers un sous-continu Co de S2 .

Distinguons quatre cas.

Cas 1. Co rencontre S2\D ou Co est réduit à un point. Alors, d'après (1),

{e(C/)} tend vers zéro, donc p(g(x¡), k(x¡)) tend vers zéro. Les limites C

et Co des suites {k(x¡)} et {g(x¡)} sont donc égales, ce qui est impossible

puisque C appartient à c. e.„ (D), mais pas Co .

Cas 2. Co appartient à c. e.v(D). Alors {fi} converge uniformément sur tout

compact vers fo = fc0, {«/} converge vers u(Co), donc, pour chaque z fixé,

{Mj(C¡)} converge vers M¡(Co). En utilisant (7), il est alors facile de voir que

fi(Xn¡(Ci)) = k(x¡) converge vers /0(^oo), où

Xoo = S(u(C0))olÇ}Mi(C0)\ .

Mais ceci est impossible car ^(X^) sépare S2.

Cas 3. Co appartient à c.e.*(D)\c.e.v(D). Alors, l'intérieur de Co n'est pas

vide, donc C ne contient pas Co. Soit y un point de Co\C. Nous pouvons

trouver, pour tout / > 1, un élément y¡ de C¡ de façon que la suite {y¡}

converge vers y . Quitte à extraire une sous-suite, nous pouvons supposer que

la suite {fi(S(Uj))} converge vers un sous-continu C de S2. D'après (7),

{f¡(R(C¡, Çn,(Ci)))} converge aussi vers C, donc C est contenu dans C et

y £ C. Mais, pour tout /, la courbe simple fermée fi(S(u¡)) sépare y¡ de

S2\D, donc C sépare y de S2\D. A fortiori, C sépare aussi y de S2\D,
ce qui est impossible.

Cas 4. Co est contenu dans D, mais sépare S2 . Soit K la réunion de Co et

des composantes de S2\Co qui ne contiennent pas S2\D. L'intérieur de K

n'est pas vide, donc C ne contient pas K ; C ne peut donc contenir Co , sans

quoi il séparerait S2. Mais alors, l'argument du cas précédent peut être répété

pour obtenir la contradiction cherchée.

Ceci achève de montrer que k possède la propriété (i), d'où le lemme.

7.  DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 1.1

Si le bord de M est vide, tout élément K de P(M) a, dans M, un voisi-

nage E homéomorphe à D ; P(E) est alors un voisinage de K dans P(M)

homéomorphe à P(D). D'après le Lemme 6.3, P(M) est donc une /2-variété.

Puisque les l2-variétés sont déterminées par leur type d'homotopie [4], le lemme

suivant achèvera la démonstration dans le cas où le bord de M est vide.
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7.1. Lemme. Si le bord de M est vide, les inclusions M <-> c.e.(Af) et P(M)

<-> ce.(Ai) sont des équivalences homotopiques.

Démonstration. Nous pouvons supposer M connexe. Distinguons trois cas.

Cas 1. M = D. D'après les Lemmes 3.3 et 5.2, c. e.(D), c. e.*(D) et P(D) ont
le même type d'homotopie. D est contractile, une contraction particulière étant
donnée par h(z, t) = (1 - t)- z . Puisque, pour f # 1 ; ht est un plongement,

h induit une contraction H de c.e.(D). Lesespaces c.e.(D) et P(D) sont

donc contractiles, d'où le résultat dans ce cas.

Pour traiter les deux autres cas, nous avons besoin d'un résultat auxiliaire.

Si ^ = {(JQ ¡a e A} est un recouvrement ouvert d'un espace X et si a est un

sous-ensemble fini de A, nous poserons \Ja = C\a€a \Ja .

7.2. Lemme. Soient X, Y deux rétractes absolus de voisinage, %f =

{{Ja /a e A} et y — {Va /et e A} deux recouvrements ouverts de X et Y

resp. indexés par le même ensemble d'indices. Soit f une fonction continue de

X dans Y telle que /(Ua) c Va Pour tout a. Si, pour tout sous-ensemble fini

a de A, f\\Ja est une équivalence homotopique de \Ja dans \Ja, alors f est

une équivalence homotopique.

Puisqu'une fonction continue entre rétractes absolus de voisinage est une

équivalence homotopique si, et seulement si, c'est un équivalence homotopique

faible, ceci est un cas particulier du Théorème 5(b) de [1].

Suite de la démonstration du Lemme 7.1: Cas 2: M ^ S2 . M étant trian-

gulable, supposons la munie d'une triangulation T. Un compact K contenu

dans M est dit polyédrique s'il existe une subdivision T' de T telle que K

soit un sous-complexe de T'. Soit {Da/a e A} l'ensemble des disques fermés

polyédriques contenus dans M. Alors, % = {Da/a e A} est un recouvrement

ouvert de M, "V = {c.e.(Da)/a e A} un recouvrement ouvert de c.e.(Af) et

y = {P(Da)/a e A} un recouvrement ouvert de P(M). Les espaces ce.(Ai)

et P(M), étant localement homéomorphes à c.e.(D) et P(D) resp. sont des

rétractes absolus de voisinage. Nous allons montrer que les recouvrements ou-
verts & (resp. W) et T~ et l'inclusion / (resp. /') de M (resp. P(M)) dans
c. e.(Af) vérifient les hypothèses du Lemme 7.2. Pour cela, il suffit de vérifier

que, si Dx, ... , Dn sont des disques fermés polyédriques dont les intérieurs ont

une intersection non vide, il existe des disques polyédriques Ex, ... Em dont

les intérieurs sont deux à deux disjoints tels que Dxr\ ■■■ r\D„ = E\ U • • • Em,

car alors (*)*_, c-e-(Â) (resp. f]"=x P(D¡)) est la réunion disjoint des ensem-

bles c.e.(Éj) (resp. P(Èj)),  1 < j < m, et le premier cas implique que la

restriction de / (resp. /') à Dxn---nD„ (resp. P(Dx)n---nP(Dn)) est une
équivalence homotopique.

Si ¿i n • • ■ n D„ est la réunion disjointe des E¡, 1 < j < m, alors Dx n

• • • n Dn+X est la réunion disjoint des Èj n Dn+X, 1 < j < m, donc il suffit de

traiter le cas n = 2. Si l'un des disques Dx ou D2 est contenu dans l'autre,

le résultat est évident. Sinon, puisque O1ÍIO2 ^ 0, le bord dD2 de D2

rencontre Dx . Puisque Dx et D2 sont polyédriques, dD2f)Dx a un nombre

fini de composantes Jx, ... , J^; nous procéderons par récurrence sur k .

Si fc = 1,  /1  est un arc, car sinon Jx = dD2 et, puisque M n'est pas
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une sphère, D2 est contenu dans Dx. L'arc J x divise Dx en deux disques

polyédriques D\ et D" dont l'un, soit D'x, est contenu dans D2, tandis que

l'autre a son intérieur disjoint de D2, d'où Dx n D2 = D\. Si fc > 1, Jx est
un arc qui divise Dx en deux disques polyédriques D\ et D'{. Alors dD2 n

D'x (resp. dD2 n D") est réunion de certaines des composantes J2, ... , J^ de

dD2 nDx ; par récurrence, il y a des disques polyédriques Ex, ... , Em (resp.

Em+X, ... , Eq) tels que D\ n ¿2 (resp. D" n ¿2) soit la réunion disjointe

de Ex, ... , Ém (resp. Ëm+X, ... , Èq). Puisqu'aucun point de Jx n'est dans

Dx (1D2 , cet ensemble est la réunion disjointe de Éx, ... , Èm, Ém+X, ... , Éq .

Cas 3. M = S2. Soit % = {\Ja /a e A} l'ensemble des ouverts non vides de

S2 distincts de S2. Soient <V = {c. e.(\Ja)/a e A} et W = {P([ja)/a e A}.
L'intersection de toute famille finie d'éléments de % est un élément de % et,

d'après le deuxième cas, les inclusions (Ja <-> c. e.(UQ) et P(\Ja) «-» c.e.(Ua)

sont des équivalences homotopiques. Le Lemme 7.2 est donc encore applicable.

Passons au cas où le bord dM de M n'est pas vide; soit M l'intérieur de
M.

7.3.   Lemme. Si le bord de M n'est pas vide, il y a une homotopie H : P(M) x

I —► P(M) vérifiant
(i) Ho = id,

(ii) Ht(P(M)) c P(M) pour tout t>0,

(iii) H est fermée au-dessus de P(M)\P(M).

Démonstration. Soit c : dM x [0, 2] —> M un collier sur le bord de M avec
c(x, 0) = x pour tout x dans dM. Pour simplifier les notations, nous iden-

tifierons l'image de c à dM x [0,2]. Pour 0 < t < 1, soit ht la fonction

de M dans M qui est l'identité hors de dM x [0,2] et envoie chaque seg-
ment {x} x [0, 2] (x e dM) linéairement sur {x} x [Z, 2]. Puisque h, est

un homéomorphisme de M sur h,(M), l'homotopie h induit une homotopie

H: P(M) x I —> P(M). Il est clair que les conditions (i) et (ii) sont vérifiées.

Si la condition (iii) n'est pas vérifiée, nous pouvons trouver un C dans

P(M)\P(M), un voisinage U de (C, 0) dans P(M)xI et une suite {(C„, t„)}

d'éléments de P(M) x I tels que {H(Cn , tn)} tende vers C, mais qu'aucun

des (C„, t„) n'appartienne à U. Quitte à extraire une sous-suite, nous pouvons

supposer que la suite {/„} converge vers Zo •

Si Zo > 0, H(Cn, tn) est contenu dans M\dM x [0, jt0] pour n assez

grand, donc C ne peut rencontrer dM, ce qui est absurde.

Si Zo = 0, soit gt l'application de M sur M définie par gt(x) = h¡~x(x) si x

appartient à ht(M) et gt(y, s) = y pour (y, s) dans dMx[0, t]. Alors, quand

t tend vers 0, gt converge, uniformément sur tout compact, vers l'identité,

donc {gt„(H(Cn, /„))} tend vers C. Mais g,„(H(Cn , t„)) = h~xhln(Cn) = Cn ,

donc {(C„ , i«)}^ij tend vers (C, 0) contrairement à notre hypothèse.

D'après les Lemmes 1.3(c) et 7.3, P(M) est donc une /2-variété qui a le type

d'homotopie de P(M), donc lui est homéomorphe. Elle est donc homéomorphe

à M x l2 d'après ce que nous avons déjà vu. Mais M et M ont le même type

d'homotopie, donc M x l2 est homéomorphe à M x l2 , d'où le résultat quand

dM n'est pas vide.
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