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L’ESPACE DES PLONGEMENTS D’UN ARC DANS UNE SURFACE

ROBERT CAUTY

ABSTRACT. We prove that the space of embeddings of an arc into a surface
without boundary M is homeomorphic to the product U(M) x [?, where
U(M) is the unit tangent bundle of M .

1. INTRODUCTION

Tous les espaces considérés dans cet article sont supposés métrisables et
séparables. Etant donnés un espace X et un compact K , nous notons & (K, X)
I’espace des fonctions continues de K dans X, avec la topologie de la con-
vergence uniforme, et E(K, X) le sous-espace de # (K, X) formé des plonge-
ments. Si X est un réctracte absolu de voisinage, il en est de méme de % (K, X),
mais pas nécessairement de E(K, X), méme quand K et X sont des espaces
trés simples. Trés peu de résultats sont connus sur le probleme de déterminer
quand E(K, X) est un rétracte absolu de voisinage, méme quand K est le
segment I = [0, 1]; le seul résultat général semble étre celui de Sakai [9], qui
a étudié ’espace E(I, X) quand X est un rétracte absolu de voisinage locale-
ment compact de dimension un. D’autre part, Geoghegan a prouvé [2] que, pour
une classe de compacts K contenant tous les polyedres, E(K, X) est divisible
par [? (voir aussi [6] pour une généralisation). Alors, si K est un polyedre tel
que E(K, X) soit topologiquement complet (ce quit est le cas si X est com-
plet puisque E(K, X) estun Gs dans % (K, X)), il résulte d’un théoréeme de
H. Torunczyk [10, Proposition 4.5] que E(K, X) est une /2-variété si c’est un
réctracte absolu de voisinage (non vide).

Etant donnée une surface sans bord M , nous la supposons munie d’une struc-
ture différentiable et d’'une métrique riemannienne (de classe C°°), arbitraires
mais fixées, et nous notons U(M) le fibré tangent unitaire de M . En utilisant
le fait que la structure différentiable de M est unique a un difféomorphisme
pres, on peut vérifier que le type topologique de U(M) ne dépend pas du choix
de la structure différentiable ou de la métrique, mais nous n’utiliserons pas ce
fait. Nous supposons aussi M munie d’une triangulation, arbitraire (i.e., pas
nécessairement compatible avec la structure différentiable) mais fixée, et nous
notons Ep; (I, M) I’ensemble des plongements PL de / dans M . Soit l} le

sous-espace de I’espace de Hilbert /2 formé des suites n’ayant qu’un nombre
fini de termes non nuls. Le but de cet article est de prouver le théoréme suivant.
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1.1. Théoreme. (E(I, M), Ep (I, M)) est homéomorphe a U(M) x (1%, l}).

La partie la plus difficile de la démonstration est le cas ou M est le plan ou,
ce qui revient au méme, le disque unité ouvert D du plan. A la section 2, nous
utilisons la théorie des représentations conformes pour construire des fonctions
qui jouent un role essentiel dans la suite. A la section 3, nous montrons que
E(I, D) est un rétracte absolu de voisinage; il en résulte que E(/, M) est une
[2-variété. A la section 4, nous montrons que le sous-ensemble de E(I, D)
formé des plongements f tels que f(0) = 0 a le type d’homotopie d’un cercle;
ce résultat est utilisé a la section 5, avec des arguments élémentaires de géométrie
riemannienne, pour prouver que E(I, M) a le type d’homotopie de U(M),
donc est homéomorphe a U(M) x /2. Enfin, la démonstration est achevée 2 la
section 6 a I’aide de résultats de West concernant les couples de (/2, l})-variétés.

La distance d’un espace métrique X sera toujours noté d . L’espace % (K , X)
sera supposé muni de la distance d(f, g) = sup,cx d(f(k), g(k)). Si A et B
sont des sous-ensembles de X, nous poserons d(A4, B) = infyecq,epd(X,¥);
si A = {x}, nous noterons d(x, B) au lieu de d({x}, B). Le diameétre d’un
sous-ensemble 4 de X sera noté J(4).

Si 7% est un recouvrement ouvert d’un espace X etsi f et g sont deux
fonctions de Y dans X, g sera dit %Z-proche de f si, pour tout y dans Y,
il y a un élément de #Z contenant a la fois f(y) et g(y).

2. RESULTATS ET CONSTRUCTIONS AUXILIAIRES

Nous regardons la sphere de Riemann S? tantdt comme le spheére unité
de R3, tantdét comme le compactifié C U {00} du plan complexe, les deux
étant identifiés par projection stéréographique depuis le pole nord de S?. Nous
supposons S2 muni de la distance induite par la distance euclidienne de R3.
Pour g dans S? et ¢ > 0, nous notons D(q, &) (resp. D(q,¢€)) le disque
ouvert (resp. fermé) de centre g et de rayon ¢ dans S2. Nons notons D le
disque unité ouvert de C, et S' son bord. Les points de D seront repérés
par leurs coordonnées polaires (z,u) ou z € S!' et 0<u<1.Si 4 estun
sous-ensemble de S' et 0 < u < 1, A x {u} désignera '’ensemble des points
(z,u) de D avec z dans 4.

Il est connu que si E est un disque fermé dans S2, d’intérieur E, et si p
est un point de E N C, il existe un unique homéomorphisme ¢ de D sur E
dont la restriction a D est une représentation conforme de D sur E vérifiant
9(0) = p et ¢'(0) > 0 (voir [8, vol. III, chap. 1 et 2]). Nous avons besoin
d’une propriété de continuité de cet homéomorphisme. Soit py un point fixé
de C et, pour n > 0, soient E, un disque fermé dans S? d’intérieur E,
contenant py, h, un homéomorphisme de S' surle bord B, de E,, et ¢,
’homéomorphisme de D sur E, dont la restriction 2 D est une représentation
conforme vérifiant ¢,(0) = py et ¢,(0) > 0. Avec ces notations, nous avons le
résultat suivant:

2.1. Lemme. Sila suite {h,}2, converge uniformément vers hy sur S', alors

la suite {pn}32, converge uniformément vers po sur D.

Démonstration. Nous utiliserons le théoreme 2.2 de [11]. Rappelons que la
suite {E,}72, converge vers Ey au sens de Carathéodory (par rapport a pg) si,
notant, pour une suite strictement croissante {i;} d’entiers, K({i;}) ’ensemble
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des points de S? qui ont un voisinage contenu dans E; pour tout k assez
grand, la composante de K({ix}) quit contient p, est égale a E, pour chaque
telle suite {i;}.

Pour n > 1, soit &, ’ensemble des arcs Q, ne contenant pas pg, dont les
extrémités appartiennent a B, et dont I'intérieur est contenu dans E,. Pour
chaque tel arc Q, E,\Q a exactement deux composantes; soit E,(Q) celle qui
ne contient pas py, et soit d,(Q) le diametre de E,(Q). Pour n>1 et ¢ >0,
posons

Nn(€) = sup{dn(Q)/Q € @, et 5(Q) < &}.

D’apres le théoréme 2.2 de [11], il suffit, pour prouver le lemme, de vérifier
les deux faits suivants:

(a) {En}$2, converge vers Ej; au sens de Carathéodory,
(b) limn—»oo,e—-vo nn(e) =0.

Soit {ix} une suite strictement croisante d’entiers. Si p est un point de
Ey, soit U un voisinage compact connexe de p contenu dans E; et contenant
Po. La convergence uniforme de {h,}32, vers hy entraine que B,NU = &
pour tout n assez grand; alors U est contenu dans E, puisqu’il est connexe
et contient py. Ceci entraine que p appartient a K({ix}), donc que E, est
contenu dans K({it}). Soit ¢ un point de By; alors g = hy(z), ou z € S!,
et tout voisinage de ¢ contient 4,(z) pour presque tout n. Ceci entraine que
g n’appartient pas a K({ix}), donc By N K({ix}) = @. Il résulte de tout cela
que la composante de K({ix}) contenant p, est égale a Ey, d’ou (a).

Le théoreme de Schoenflies permet de trouver un plongement g de S! x
[-1, 1] dans S? tel que g(z, 0) = hy(z) pour tout z dans S'. Nous pouvons
supposer que po ¢ g(S!' x[-1,1]). Fixons un ¢ > 0. Pour z dans S' et
0 <n<m,notons A(z, n) Parcde S' de centre z et de longueur 7. Prenons
0 < n < m vérifiant

(1) o(g(A(z, m)x[-n,m))<e VzeS'.
Choisissons un o > 0 vérifiant
(2) D(ho(z), a) C g(A(z, n) x [-n,n]) VzeS'.

Enfin, prenons f avec 0 < f < o vérifiant

(3) Si u et v sont deux points de S' tels que d(ho(u), ho(v)) < B, alors il
yaunarc J dans S', d’extrémités u et v, tel que d(ho(J)) < a/2.

Soit ng un entier tel que

(4) d(ho, hn) < B/3  Vn2>nyg.

Pour tout z dans S', d(ho(z), ho(—z)) > a d’apres (2) (puisque 7 < 7).
Nous pouvons donc trouver un entier n; > ng tel que

(5) d(ho(z), ha(=2)) > « VzeS'etVn>n,.

Soit n > ny, et soit Q € &, tel que 4(Q) < B/3. Les extrémités a et
b de Q appartenant a B,, il existe u et v dans S' tels que h,(u) = a et
h,(v) = b. Nous avons

d(ho(u), ho(v)) < d(ho(u), hn(u)) + d(hn(u), hn(v)) + d(hn(v), ho(v))
<2d(ho, hn) +6(Q) < B.
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D’apres (3),ilyaun arc J dans S', d’extrémités u et v, vérifiant J(ho(J))
< af2. Pour z dans J, nous avons

d(ho(u), hn(2)) < d(ho(u), ho(2)) +d(ho(z2), hn(2)) < @/2+ B/3 < a,
d’ou h,(J) € D(ho(u), o). Pour x dans Q, nous avons
d(ho(u), x) < d(ho(u), hn(u)) + d(ha(u), x) < d(ho, hn) +(Q) <2B/3 < a,

d’ot Q C D(ho(u), a). Par définition de &,, les arcs h,(J) et Q n’ont
que leurs extrémités en commun, donc C = h,(J) U Q est une courbe simple
fermée. D’apres ce qui précede, C est contenue dans D(hg(u), ) ; par suite,
'une des deux composantes F, F’ de S?\C, soit F, est aussi contenue dans
D(ho(u), o). Dr’apres (1) et (2), 6(F) < ¢ et F ne contient pas py. En
outre, I'un des deux ensembles F et F’ est aussi une composante de E,\Q.
D’apres (5), h,(—z) appartient a F’, qui ne peut donc étre une composante
de E,\Q. Par suite, F est une telle composante; puisque F ne contient pas
Do, F=E,(Q), dou d,(Q) =0d(F) < e. Ceci montre que, si n>n;, etsi Q
est un €lément de &, tel que 6(Q) < f/3, alors d,(Q) < &, d’ou (b).

Nous notons 7 la fonction de S? dans S? définie par t(z) = z2.

Pour f dans E(I, D), nous notons 7(f) l'unique transformation homo-
graphique de S? sur S? envoyant f(0), f(1) et 4 sur 0, oo et 4 respective-
ment. Il est clair que T'(f) et son inverse T(f)~! dépendent continiment de
f. Lensemble G(f) = S?\(T(f) o f(I)) est un ouvert simplement connexe
ne contenant ni 0, ni oo, donc il existe sur G(f) une unique racine carrée
holomorphe, a(f), telle que o(f)(4) =2. Soit E(f) = a(f)(G(f)); la fer-
meture de cet ouvert est un disque E(f) dont le bord B(f) contient 0 et
oo . Supposons S? orientée de facon a induire sur C ’orientation habituelle.
L’orientation de S? induit une orientation de E(f), laquelle, a son tour, induit
une orientation sur B(f).

La fonction T(f)o f: I — S? a deux racines carrées continues, k(f) et
I(f), qui sont des paramétrisations des deux arcs en lesquels les points 0 et
oo divisent B(f). Nous supposons les notations choisies de facon que, quand
t variede 0 a 1 dans I, k(f)(t) se déplace de 0 a oo dans le sens positif
sur B(f) (au sens de l'orientation précédemment choisie); alors, /(f)(t) se
déplace de 0 4 oo dans le sens négatif.

2.2. Lemme. La fonction k: E(I, D) — E(I, S?) est continue.

Démonstration. 11 faut prouver que si la suite {f,}5°, converge vers f; dans
E(I, D), etsilasuite {t,}72, tend vers fo dans I, alors {k(f,)(tx)}32, tend
vers k(fy)(to) . Dans le cas contraire, puisque 7(k(f,)(tx)) = T(fu)(fn(tn)) tend
vers T(fo)(fo(to)) = 1(k(fo)(%0)) , nous pouvons supposer que {k(f,)(z,)} tend
vers I(fo)(to) # k(fo)(to) , donc 2y # 0, 1. Pour simplifier, nous écrirons dans
ce qui suit, pour n >0, k, =k(f,) et [, =1(fp).

Si a, p, b sont trois points d’une courbe simple fermée C, nous notons
[a, p, blc, ou simplement [a, p, b], 'unique arc dans C d’extrémités a et
b contenant p, orienté de a vers b. L’orientation de [a, p, b] détermine
une orientation de C. Soit F une composante de S?\C. L’orientation de
S? induit une orientation de F, laquelle détermine une orientation du bord
C de F; si cette orientation est égale (resp. opposée) a celle déterminée par
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[a, p, b], nous dirons que [a, p, b] est positif (resp. négatif) par rapport a
F . Le fait suivant se vérifie facilement.

(*) Soient C, C' deux courbes simples fermées, [a, p, b] un arc contenu
dans CNC’, F (resp. F’') une composante de S?\C (resp. S?\C’). Si F’
est contenue dans F etsi [a, p, b] est positif (resp. négatif) par rapporta F,
alors [a, p, b] est positif (resp. négatif) par rapport a F’.

Soit C une courbe simple fermée contenant 2, séparant ly(zy) de ho(I) U
{—2}, et rencontrant /;(I) en exactement deux points a = lp(u) et b = [p(v).
Alors u et v séparent ¢, de {0, 1} dans I, donc nous pouvons choisir les
notations de facon que 0 < u < fp < v < 1. Soit F la composante de S2\C
qui contient ly(ty). Alors, Cy = lp([u, v])U[a, 2, b]¢c est une courbe simple
fermée, et 'une des composantes de S?\Cy, soit Fy, est contenue dans F .
Soient ¢ un point de C\[a, 2, b] et a’ (resp. b’) un point de [a, 2, b]
situé entre a et 2 (resp. entre 2 et b). Soit J' un arc d’extrémités a’ et
b’ dont lintérieur est contenu dans F;, et soit C’' la courbe simple fermée
J'ula’, 2, b']c. Soit F’ la composante de S*\C’ qui est contenue dans Fj.

Nous avons Co N B(fy) = lp([1, v]); comme C; contient 2 € E(fy), Fy est
contenue dans E(f;). D’apres le choix de Iy, [a, lp(t), ble, (= lo([u, v])) est
négatif par rapport a E(fy), donc aussi par rapport a Fy, d’apres (x). Alors,
[a, 2, b] est positif par rapport a Fy, donc il en est de méme de [a’, 2, b'].
D’apres (x), [a’, 2, b'] est positif par rapport a F’.

Notons que le compact r(f’u{q}) est disjoint de ©(B(fy)) = (T(fo) o fo)(I) .
Puisque {70k, = tol,} converge uniformément vers T'(fy)o fo, nous pouvons
supposer que B( f,,)n(F'U{q}) = @ pour tout n. Nous pouvons aussi supposer
que kn(t,) appartient 8 F pour tout n. Soit k,(Ju,, vs[), o0 u, <t < vy,
la composante de k,(I) N F qui contient k,(t,); soient a, = k,(u,) et b, =
kn(vn) .

Affirmation. Pour n assez grand, a, appartient a [2, a, qlc, b, appartient
a [2,b,4q]c, et k,(Jun, va[) est la seule composante de B(f,) N F dont la
Sfermeture a une extrémité dans (2, a, qlc et Pautre dans [2, b, q]c.

Pour voir cela, notons que, puisque {tok,} converge uniformément vers 7o/
et que 7]52\{0, oo} est un revétement, ’ensemble 4 des points de ]0, 1[ ayant
un voisinage sur lequel {k,} converge uniformément vers /y est ouvert et fermé
dans 0, 1[; du fait que {k,(t,)} tend vers /ly(tp), on déduit que ¢y appartient
a A, donc A =]0, 1[. Puisque k,(0) = [,(0) =0 et k,(1) = [,(1) = o0, On
voit alors que {k,} converge uniformément vers ly sur 7, donc {/, = —k,}
converge uniformément vers —/y = ko . Il en résulte que, si n est assez grand,
alors /,(I)NnC = @ et que si k,(s) appartienta [2, a, q]¢c (resp. [2, D, qlc),
alors s <ty (resp. s > tp). L’affirmation en découle.

Puisque f’nB( fn) =2, F’ estcontenu dans E(f,). Soit F, la composante
de E(f,)NF contenant F'. Alors F, est un disque fermé. En effet, puisque
{T(fn)ofu} converge uniformément vers 7T(fy)o fo, il y a un disque de centre 4
dans C contenu dans tous les ensembles G(f,), m > 0; il y a donc un disque
de centre —2 dans C disjoint de tous les E,(f) et de F. Que F, soit un
disque fermé résulte alors du fait (dont la vérification est laissée au lecteur) que
si E et E sont deux disques fermés d’intérieurs E et E’ dans le plan, et si
E'" est une composante de E N E’, alors E’ estun disque fermé.
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Soit C, le bord de F,. Puisque F' est contenu dans E (fu), Cn contient
[@', 2, b']c. Laffirmation entraine que, si n est assez grand, k,(Ju,, v,[) est
contenu dans C,. D’apres le choix de k,, I'arc k,([u,, v,]), orienté de a,
vers b, , est positif par rapport a E(f,), donc aussi par rapport a F, d’apres
(x). Alors, [a,, 2, by]c, est négatif par rapport a F,, donc aussi [a’, 2, b']c.
D’apres (x), [a', 2, b']¢ est aussi négatif par rapport 2 F', contrairement a
ce qui a été vu plus haut, d’ou le lemme.

Pour f dans E(I, D), soit ¢(f) ’homéomorphisme de D sur E(f)
la restriction a D est une représentation conforme et qui vérifie ¢(f)(0) =

et (f)'(0) >
2.3. Lemme. La fonction o: E(I,D)— %D, S?
Démonstration. Définissons un homéomorphisme #

dont

) est continue.
(f) de S' sur B(f) par

h(F)(e™) =k(f)(), h(f)e™)=~k(f)(r), 0<t<I.

D’apres le lemme 2.2, £ dépend continiment de f. La continuité de ¢
résulte alors du lemme 2.1.

Pour terminer cette section, construisons deux fonctions dont nous aurons
besoin dans la suite. Définissons {: E(I, D) — E(I, S') par

L) = () RS )D).
La continuité de { résulte des lemmes 2.2 et 2.3; en outre, on vérifie que

=T etop(f)ol(f).
Définissons ®: E(I, D) x [0, 1/2] — E(I, S?) par

D(f, 5)(1) = (TN e D(pL()(H), 1= 5)).

En explicitant les définitions, on constate que ®(f, 0) = f. Pour 0 < s <
1/2, ¢(S' x {1 —s}) est contenu dans E(f), sur lequel 7 est injective, donc
®(f, s) est bien un plongement de I dans S?. Enfin, la continuité de @
résulte de la continuité des fonctions 7T, 7, ¢ et (.

Les notations définies dans cette section conserveront les mémes significations
dans la suite de I’article.

3. E(I, D) EST UN RETRACTE ABSOLU DE VOISINAGE

La premiére étape de la démonstration du théoreme 1.1 est d’établir le lemme
suivant.

3.1. Lemme. E(I, D) est un rétracte absolu de voisinage.

Démonstration. Soient X un espace métrique, 4 un fermé de X et F une
fonction continue de 4 dans E(I, D). Soient .# I’ensemble des transforma-
tions homographiques de $2, et .%/ le sous-ensemble de (D, S2) formé des
plongements dont la restriction a D est une représentation conforme. Soient
q=ToF: A-M,y=9oF: A> et n=(oF: A— E(I,S").

A est un groupe de Lie. E(I, S') est une /2-variété, car il est localement
homéomorphe 2 E(I, I), qui est une /2-variété d’apres [9]. Enfin, & est un
rétracte absolu de voisinage d’apres le lemme 11 de [7], car il est localement
homéomorphe a I’espace noté AE(D, E?) dans ce lemme. Nous pouvons donc
trouver un voisinage V' de 4 dans X etdes fonctions g: V-4, w: V —
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& et : V— E(I,S") prolongeant g, y et n respectivement. Définissons
alors une fonction continue g: V x [0, 1/2] = (I, S?) par

g(x, 8)(t) = @x)" e Y(WX)@(x)(1), 1 = 5)).

En explicitant les définitions, on constate que, pour x dans A, g(x,s) =
®(F(x),s). Soit P =g 1(E(I, S?%)). Puisque ¥(x) et 7j(x) sont des plonge-
ments et g(x) un homéomorphisme, (x, s) appartienta P si 7|y(x)(7(x)(I)x
{1 —s}) est injective. Si x appartient a A, alors

V() @(x)(T) x {1 = s}) = @(F(x)(C(F(x))() x {1 - s})

est contenu dans E(F(x)), qui est un ouvert sur lequel 7 est injective. Il en
résulte que P est un voisinage de 4x]0, 1/2] dans V x [0, 1/2]. 1I est alors
facile de construire un voisinage W de A contenu dans V' et une fonction
continue a: W — [0, 1/2] telle que o~ !(0) = 4 et que (x, a(x)) appartienne
a P pour tout x dans W . Alors, la fonction G définie par

G(x) = g(x, a(x))

envoie W dans E(I, S?) et prolonge F . Restreignant, si besoin est, G a un
voisinage plus petit W’ de A, on obtient une fonction a valeurs dans E(I, D)
prolongeant F , d’ou le lemme.

4. L’ESPACE DES PLONGEMENTS FIXANT L’ORIGINE

Soit Eo(I, R?) (resp. Eo(I, D)) le sous-espace de E(I, R?) (resp. E(I, D))
formé des plongements f vérifiant f(0) = 0. Il y a une rétraction r de
E(I,R?) sur Ey(I, R?) donnée par r(f) = f— f(0).

Pour z dans S!, définissons w, € Ey(I, D) par w,(t) = tz/2. Nous
obtenons ainsi un plongement w de S! dans Ey(I, D); soit S = w(S').
Factorisons @ en w = jow' ou j est 'inclusion de S dans Ey(I, D) et '
un homéomorphisme de S! sur S. Le but de cette section est de prouver le
résultat suivant.

4.1. Lemme. Linclusion j est une équivalence homotopique.
Pour démontrer ce lemme, il suffit de prouver les deux affirmations suivantes.
Affirmation 1. j a un inverse homotopique a gauche.

Affirmation 2. j a un inverse homotopique a droite.

Démonstration de l'affirmation 1. Puisque T(f) dépend continiment de f,
sa dérivée T(f) aussi; de plus, T(f ) (0) est toujours différent de 0. Nous
pouvons donc définir une fonction continue i: E(I, D) — S! par

o TUYO)
)= 7o

En explicitant la définition de 7'(f) pour f = w,, on constate que T (w;)
est donné par
T(w:)(v) = (8- z)v/(2v - z),

d’ol

T(w:)'(0) = (z - 8)/z,
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et 3
i(w )_li z—8 _27—8
Tz |z-8 T|z-8|°
L’application z — (Z — 8)/|z — 8|, de S! dans S', étant manifestement
homotope a une constante, iow est homotope a I’identité de S!. Nous avons

alors

1 1

(w’oi)oj=w'o(iojow’)oa)" ~wow™ =1dg,

donc ' o est un inverse homotopique a gauche de ;.
J

Démonstration de ['affirmation 2. 1l suffit de construire une homotopie H:
Eo(I, D) x I — Ey(I, D) vérifiant H(f,0) = f et H(f, 1) € S pour toute
f. La construction de H se fera en plusieurs étapes. Définissons d’abord H, :
Eo(I, D) x I — Ey(I, D) par

Hl(f’s)=r°q)(f’s'a(f))’

ou a: Ey(I, D) —]0, 1/2] est une fonction continue suffisamment petite pour
que H,(f, s) appartienne a Eo(I, D) pour tout s. Posons A,(f)=H(f, ).

Pour 0 < r < 1, soit S(r) = {z € C/|z| = r}. Posant, pour f dans
Eo(I, D),

w(f) =T etop(f)—m(f)0),

on voit, en utilisant la définition de @, que A (f)(I) est I'arc w(f)({(f)(I) %
{a(f)}) contenu dans y(f)(S(a(f)). La fonction y: Eo(I, D) — (D, S?)
est continue et, puisque 7|E(f) est injective, la restrictionde y(f) a D estune
représentation conforme de D sur un ouvert de S?. Par suite, ’arc A,(f)(/)
a, au point A;(f)(0), une tangente L(f) d’équation

L(f) = {tm(f) + h(f)(0)| € R},
ou
m(f) = ia( )y () (C)O0), a(fN].

Remarquons que, w(f) étant une représensation conforme, w(f) ne
s’annule pas sur D, donc m(f) # 0. Puisque la dérivée d’une fonction holo-
morphe dépend continiment de la fonction (au sens de la convergence uniforme
sur tout compact; voir [8, I, p. 330]), m(f) dépend continiment de f. Pour
B >0, posons

A(f, B) ={tm(f) + h(/)(0)] - B <1 <0}.

Affirmation 3. I/ existe une fonction continue 8 : Eo(I, D) —]0, 1/2] telle que

(M)A, B()) = {m(f)(0)} pour tout f.

Pour prouver cette affirmation, il suffit de montrer que, pour tout f dans
Ey(I, D), il existe un voisinage V' de f et un nombre f > 0 tels que
(h(g)I))NA(g, B)={hi(g(0))} pourtout g dans V. En effet, nous pouvons
alors trouver un recouvrement ouvert localement fini {V;};c; de Eo(/, D) et
des nombres 0 < B; < 1/2, je J,telsque (A (f)I))NA(S, B;) = {h(f)(0)}
pour tout f dans Vj;alors, si {u;};ec; est une partition de I'unité subordonnée
a {V}}, il suffit de poser B(f) = Zjej wi(f)B;.

Fixons f dans Ey(I, D). Nous pouvons trouver un voisinage V; de f et
une fonction continue n: V; x I — R tels que {(g)(t) = ¢"&-9 pour (g, 1)
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dans V; x I. Drapres le choix de k(g), quand ¢ croit, k(g)(¢) se déplace
dans le sens positif sur B(g); puisque toute représentation conforme préserve
’orientation, {(g)(?) = [¢(g)]~!(k(g)(t)) se déplace aussi dans le sens positif
sur S!,i.e., n(g,t) croit avec ¢. Quitte a réduire ¥, nous pouvons supposer
I’existence d’un nombre b < 27 tel que

(1) n(g,00<n(g,H<n(g,0+b Vg, eV xI.

Pour r >0 et ¢ <d dans R, posons
P(r;c,d)={re®|c<6<d}.

Le théoreme des accroissements finis, appliqué a une fonction holomorphe

¥ , montre que
|y (re D) — [y (re'™) + hiry'(re™)]|
< |h|rsup{|y'(re’®) — w'(re')|ty < 6 < to + h}.

Appliquant cette inégalité a w(g), r = a(g) et tp = 0, et utilisant le fait
que m(g) # 0 et dépend continiment de g, nous constatons qu’il est possible
de trouver un voisinage ¥V, de f contenu dans V; et un nombre 0 < a < b
tels que, pour tout g dans V5,

lw(g)(a(g)e &%) — (hy(g)(0) + hm(g))| < 3|h||m(g)] pour0<h<a.
Il en résulte que, pour g dans 1V,

(2) [w(g)(P(a(g); n(g,0),n(g,0)+a)lNnA(g, B)={m(g)0)} VB>O0.
Fixons 0 < 8 < 1 tel que

w()P((f);n(f,0)+a,n(f,0)+b)INAS, B)=2.

La continuité de v, a, n et m nous permet alors de trouver un voisinage
V3 de f contenu dans V5 tel que, pour tout g dans Vi,

(3) [w(g)(P(a(g); n(g,0)+a,n(g,0)+b)INA(g, B)=2.
Il résulte alors de (2) et (3) que, pour g dans V3, nous avons

lw(g)(P(a(g); n(g,0),n(g,0) +b)INA(g, B)={hi(g)0)}.
Alors, (1) entraine que

(m(g)I))NA(g, B) = {m(g)0)},
d’ou I’affirmation 3.
Avec la fonction S de 'affirmation 3, nous pouvons définir une fonction
continue K: Ey(I, D) x I — E(I, R?) par
(t=sB(f)m(f)+m(f)O0), 0<Lt<sB(Sf),

t—spf)

K(f,s)(t)={h](f)<__), sB(f)<t<l.

1—-sB(f)
Sif est assez petite, la fonction H, définie sur Ey(/, D) x I par
Hy(f,s)=roK(f,s)

prend ses valeurs dans Ey(/, D); soit h,(f) = H,(f, 1). Définissons alors
H;: Eo(I,D)x I — EyI, D) par

Hy(f, $)(t) = ha(S)([(1 = 8) + sB()]).
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Soit h3(f) = Hi(f, 1); c’est une paramétrisation linéaire d’'un segment
d’origine A3(f)(0) = 0 et de longueur |h3(f)(1)| = B(f)|m(f)|. Définissons
enfin Hy: Eo(I, D) x I — Ey(I, D) par

hs(f)(1)

N
HAS 90 = [(1= 9O+ 3] 2

Il est clair que Hs(f, 0) = h3(f) et que Hy(f, 1) est une paramétrisation
linéaire d’un segment d’origine 0 et de longueur 1/2, donc Hy(f, 1) appar-
tient 2 S. L’homotopie H s’obtient en juxtaposant H,, H,, H; et Hy.

t.

5. LE TYPE TOPOLOGIQUE DE E(I, M)

Nous prouverons dans cette section le fait suivant.

5.1. Proposition. Pour toute surface sans bord M, E(I, M) est homéomorphe
a UM)xI?.
Démonstration. Puisque tout arc dans M a un voisinage qui est un disque,
E(I, M) est localement homéomorphe & E(/, D), donc est un rétracte absolu
de voisinage d’apres le lemme 3.1. Comme il a été indiqué dans I’introduction,
il découle alors de résultats de Geoghegan [2] et Torunczyk [10] que E(I, M)
est une [%-variété. Puisque les /2 variétés sont topologiquement déterminées
par leur type d’homotopie [5], il ne reste plus qu’a vérifier que E(/, M) ale
type d’homotopie de U(M), ce que nous ferons par une suite de lemmes.
Nous noterons 7(M) le fibré tangent 2 M, m la projection naturelle de
T(M) sur M, M, la section nulle de T(M), T,(M) l’espace tangent a M
au point m, et 0,, le vecteur nul de 7,,(M). La structure riemannienne de
M induit sur chaque 7,,(M) une norme, que nous noterons | ||, . Pour m
dans M et ¢ > 0, nous posons

Om(e) = {U € Tm(M)| ”v”m < 8}'

Nous noterons A I’application exponentielle de A, qui est définie sur un
voisinage de M, dans T(M), et a valeurs dans M . Nous renvoyons le lecteur
a [4] pour la définition et les propriétés élémentaires de cette application. Il
nous suffit de savoir que A est une fonction différentiable vérifiant A(0,,) = m
pour tout m, et de connaitre le lemme suivant:

5.2. Lemme. I/ existe un voisinage ouvert V de My dans T(M) tel que la
Jonction u définie sur V par pu(v) = (n(v), A(v)) soit un difféomorphisme de
V' sur un voisinage W de la diagonale de M x M .

Voir [4, pp. 61-64] pour la démonstration de ce lemme.

Le lemme 5.2 nous permet de trouver une fonction continue ¢: M —]0, 1]
telle que Q,,(¢(m)) C V pour tout m. Posons W(m) = A(Qn(e(m))); d’apres
le lemme 5.2 et le choix de ¢, c’est un voisinage ouvert de m dans M, et
A|Qm(e(m)) est un difffomorphisme de Q,,(¢(m)) sur W, . Posons

E‘(I, M)={feEU, M)|f(I)c W(f(0)}.

5.3. Lemme. L’inclusion de E*(I, M) dans E(I, M) est une équivalence ho-
motopique.

Démonstration. En utilisant la continuité de ¢ et le lemme 5.2, on construit
facilement une fonction continue «: E(I, M)—]0, 1] telle que f([0,a(f)])C
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W (f(0)) pourtout f. Alors, la fonction H: E(I, M)xI — E(I, M) définie
par
H(f,s)(®) = f((1=5)+sa(f)))
vérifie H(f,0)= f, H(f, 1) € E¥(I, M) pourtout f,et H(E*(I, M)xI)C
E¢(I, M). Le lemme résulte de ces propriétés.
Posons

V(M) ={f € E(I, T(M))|f(0) = Op et f(I) C Qm(e(m))}  (me M),

veM) = |J Vi),
meM

5.4. Lemme. E¢(I, M) et V¢(M) sont homéomorphes.

Démonstration. 1l résulte facilement du lemme 5.2 que la fonction A:Vé(M)—
E(I, M) définie par A(f) = Ao f est un homéomorphisme de V¢(M) sur
E?(I, M) envoyant chaque V(M) sur le sous-ensemble de E%(I, M) formé
des f tels que f(0)=m.

A tout vecteur v de U(M), associons un €lément Q(v) de V;5(M), ou
m = n(v), en posant

Qv)(t) = @w.
Nous obtenons ainsi un homéomorphisme Q de U(M) sur un sous-ensemble

U de V¢(M).
Le lemme suivant, combiné avec les lemmes 5.3 et 5.4, achévera donc la
démonstration de la proposition 5.1.

5.5. Lemme. L’inclusion de U dans V¢(M) est une équivalence homotopique.
Pour prouver ce lemme, nous avons besoin d’un résultat auxiliaire.

5.6. Lemme. Soient X, Y des rétractes absolus de voisinage, % = {U;}jcs et
7" = {Vj}jes des recouvrements ouverts de X et Y resp. indexés par le méme
ensemble, et f une fonction continue de X dans Y telle que f(U;) C V; pour
tout j. Si, pour tout sous-ensemble fini {j, ..., jx} de J, flU,n---nUj
est une équivalence homotopique de U; N---nU;, dans V; Nn---NVj, alors f
est une équivalence homotopique.

Puisqu’une équivalence homotopique faible entre rétractes absolus de voisi-
nage est une équivalence homotopique, ce lemme est un case particulier du
théoreme 5(b) de [1].

Démonstration du lemme 5.5. 11 est facile de vérifier, a I’aide du lemme 5.2,
que E¢(I, M) estunouvertde E(/, M), donc un rétracte absolu de voisinage;
d’apres le lemme 5.4, il en est de méme de V¢(M). Soit {M;};c; I'ensemble
des ouverts de M qui sont difféomorphes a des ouverts de R2. Pour j dans
M, posons Vj=Upep, V(M) et Uj=V;nU. Alors, {V;}es est un recou-
vrement ouvert de V¢(M) stable par intersection finie, donc, d’aprés le lemme
5.6, il suffit de prouver que, pour tout j, 'inclusion de U; dans F; est une
équivalence homotopique.
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Fixons j. Soit x un difffomorphisme de M; sur un ouvert 0 de RZ2.
Définissons un homéomorphisme y de n~!(M;) sur 0 x R? en posant

lvllm Xm@/lVIm) .
(m), 7 $iV #Opm,
y(v) = { (" )

e(m) [ xm(v/llvllm)ll
(x(m), 0) $iV =0p,

ou m = n(v) et xb: Tm(M) — R? est la différentielle de y au point m.
Alors, y(Qm(e(m))) = {x(m)} x D, et I'on vérifie que, S et Ey(I, D) étant
comme dans la section 4, on obtient un homéomorphisme ¥ de (V;, U;) sur
0 x (Eo(I, D), S) en posant ¥(f) = wo f. Le lemme 4.1 entraine alors le
résultat cherché.

6. DEMONSTRATION DU THEOREME 1.1

Puisque E(I, M) esthoméomorphe a U(M)x/?, il suffit, d’aprés le théoreme
6 de [12], de montrer que chaque élément f de E(I/, M) aun voisinage V tel
que (V, V NEp(I, M)) soit homéomorphe a (/%, [7). Mais f(I) a un voisi-
nage W dans M qui est PL-homéomorphe 2 D; alors E(I, W) est un voisi-
nagede f et (E(I,W), EpL(I,W)) esthoméomorphea (E(I,D), Ep.(I,D)).
11 suffit donc de considérer le cas ol M = D et, toujours d’apres le théoreme 6
de [12], il suffit alors de montrer que les deux conditions suivantes sont vérifiées:

(A) EpL(I, D) est réunion dénombrable de compacts de dimension finie,

(B) pour tout compact de dimension finie C contenu dans E(I, D), tout
compact C’ contenu dans C N Ep (I, D), et tout recouvrement ouvert % de
E(I, D), il existe un plongement H de C dans Ep (I, D) qui est Z-proche
de I'inclusion et vérifie H|C' =id.

La condition (A) a été prouvée par Geoghegan [3, théoreme 1.9]. Pour vérifier
(B), nous avons besoin de quelques préliminaires.

Prolongeons chaque élément f de E(I, D) en une fonction continue f
de R* = [0, co) dans D en posant f(¢) = f(1) pour ¢ > 1. Pour f dans
E(I, D) et 0 < ¢ <1/2, définissons une fonction continue Z(f, ¢) de R* dans
D comme suit.

(f, €)(ne) = f(ne) pour n entier >0,

by (n

(f, €)|[ne, (n + 1)g] est linéaire pour tout 7.

Soit E(f, ¢) la restriction de é(f, e)al.
6.1. Lemme. I/ existe une fonction continue o : E(I, D)x]0, 1/2] —]0, 1/2]
telle que la fonction ¥ : E(I, D) x [0, 1/2] = (I, D) définie par

Y(f,00 =1, Y(f,s)=E@,s),alf,s) pour0<s<1/2,

soit continue et a valeurs dans E(I, D).

Démonstration. En utilisant la continuité de @ et le fait que toute fonction
continue sur / est uniformément continue, il est facile de trouver une fonction
continue a; de E(I, D)x]0, 1/2] dans ]0, 1/2] vérifiant

(1) d®(f,s), Z(P(f,s),e)<s pourO<e<al(f,s).
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Affirmation. Pour tout (f,s) dans E(I, D)x]0, 1/2], il existe un voisinage
V de (f,s) dans E(I, D)x]0, 1/2] et un nombre 0 < n < 1/2 tels que
E(®(f",s'),e)e E(I,D) pour (f',s'YeV et 0<e<n.

Supposant cette affirmation démontrée, nous pouvons trouver un recouvre-
ment ouvert localement fini {V}};c; de E(I, D)x]0, 1/2] et, pour tout j, un
nombre 0 < n; < 1/2 tels que Z(P(f, s), e) € E(I, D) pour (f,s) dans V;
et 0<e<n (jeJ). Soit {uj}jcs une partition de I'unité subordonnée
a {Vj}jes. Définissons la fonction continue a, de E(I, D)x]0, 1/2] dans
10, 1/2] par ax(f, s) =3 c; #i(f, s)n;. I est clair que o, vérifie

(2) E(®(f,s),e) e EI,D) pour0<e<a(f,s).

Prenons o(f, s) = min(a;(f, §), aa(f, §)). La relation (1) et la continuité
de P garantissent la continuité de ¥, tandis que la relation (2) garantit que ¥
est a valeurs dans E(I, D).

Reste a prouver ’affirmation. Pour cela, considérons d’abord un plongement
continiment différentiable ¢ de I dans D tel que g’(¢) # O pour tout ¢. Soit
m > 0 tel que |g'(¢t)] > m pour tout ¢, et soit 6 >0 telque O < |t —1¢| <
entraine |g’(¢) — g'(')] < m/v2. Montrons que si 0 < —t<d/2 et 0 < <
d/2, alors E(g, e)(t) #Z(g, €)(¢'). Soient n et n' telsque ne <t < (n+1)e
et ne<t<(n+1)e. Comme t<t' <1, ne<1,donc g(ne)+# g((n+1)e)
puisque g est un plongement, donc la restriction de Z(g, €¢) a [ne, (n + 1)¢]
est injective; par suite, nous pouvons supposer # < n’. Soit ty = (n+1)¢; alors

lto—(n + el <|t—t|+| —(n"+1)e]<d/2+e<F.
Le théoreme des accroissements finis nous donne, pour || <4J,
|g(to + 1) — (&(t0) + hg'(t0))| < |A] Sup 1&g’ (to + Oh) — &'(t0)]

©) < g wl

< |h) 2
V2 V2

Soient D; et D, les droites passant par g() et faisant avec la tangente L
a g en fy un angle (non orienté) de /4. La distance du point g(¢y)+hg'(t)
a D; ou D, est égale a |h||g’(to)|/V2. L’inégalité (3) montre donc que, pour
0 < |h| <4, le point g(ty + h) est contenu dans I'intérieur du cone K d’axe
L et de sommet g(#,) limité par D, et D,, donc, si K; et K, sont les deux
demi-cones en lesquels g(ty) divise K, g(fyp + #) est contenu dans I'intérieur
de 'un d’eux pour 0 < & < 4, et dans l'intérieur de 'autre pour -6 < h < 0.
Alors, les inégalités

th—6/2<ne<t<ty<n’e<t <min(l, (n'+1)e)<to+0d

et la définition de Z(g, ¢) entrainent que
I'un des ensembles K; et K, tandis que
E(g, e)(1) #E(g, e)(r').

Des arguments utilisés a la section 4 (voir la démonstration de I’affirmation
2 du lemme 4.1) montrent que ®(f, s) est, pour s > 0, un plongement con-
tiniment différentiable de I dans D dont la dérivée ne s’annule pas et dépend
continiment de (f, s). Ce qui précéde nous permet alors de trouver un voisi-
nage V, de (f,s) dans E(I, D)x]0, 1/2] et un nombre J > 0 tels que, pour

(g, ¢€)(t) est dans l'interieur de
(g, ¢€)(t') est dans lautre, d’ou

—
=)
—
—
-
—
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(f',s') dans ¥} et 0 <& <d, on ait
E(@(f, '), e)(t) ZE(D@(f, 5'), e)(f') siO<[t-1|<0.

En utilisant la continuité de ® et le fait que ®(f, s) est un plongement, il
est facile de trouver un voisinage V5 de (f,s) dans E(I, D)x]0, 1/2] et un
nombre 0 < n < ¢ tels que, pour (f’,s’) dans V5 et 0 <& <7, on ait

E@(f, ), e)(t) #E(@(f, 5"), e)(t') si|t—1t]>0.
Alors, V = V| NV, vérifie affirmation.
Vérification de (B). Prenons une fonction continue w: E(I, D) —]0, 1]
vérifiant
4) Vf € E(I, D), laboule ouverte de centre f et de rayon 2w(f)
est contenue dans un élément de % .

Puisque la fonction continue ¥ vérifie W(f, 0) = f, nous pouvons trouver
une fonction continue f: C —]0, 1/2] vérifiant

(5) B0 =C",
(6) d(f,¥(f, B(f)) < min(w(f), 3d(f, C")) VfeC.

Posons F(f)="Y(f, B(f)) et y(f) =1a(f, B(f)).,0ou a est comme dans
I’énoncé du lemme 6.1. Alors, si f € C\C’, il résulte de la définition de ¥
que F(f) est un plongement PL dont la restriction a [0, 2y(f)] est linéaire.

Pour f dans C\C’ et & > 0, définissons une fonction G(f, &) de I? dans

C par
B Eu(F(f)(r(S) = F(£)(0))
(7 G(f, 8, u)=F(f)tr(f)) + F(H(N) - FH)0)]

Puisque F(f)|[0, 2y(f)] est linéaire, G(f, &) est un plongement affine de
I? dans C dont I'image est un rectangle vérifiant

(8) G(f, &) IH)NF ()0, 2y(S)]) = F(S )0, y(/)]).
En outre, nous avons
9) d(G(f, ), u), F(f)(ty(f))) < &u,

ce qui nous permet de trouver une fonction continue £: C\C’ —]0, 1] vérifiant,
pour f dans C\C’ et (¢, u) dans I?,
d(G(f, &N, w), F(f)tv(f))
d(F(f)[0, (D, F()I22(f), 1I)].

Puisque C est de dimension finie, nous pouvons trouver un entier k et un
plongement v de C dans I¥. Construisons un plongement p de I*¥ dans
Ep (I, I?) comme suit. Prenons 2k + 3 points 0 =15 < f; < -+ < lyp4r = 1.

Pour x = (x;, ..., x;) dans I*, définissons p(x) comme suit:
p(x)(t2i) =0, 0<i<k+1,
P(X)(taim1) = 3(1 + X;), 1<i<k,

p(x)(tas1) = 1,
p(x) est linéaire sur chaque intervalle [¢;, ,;1], 0<i<2k+2.
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Il est clair que p est continue. Si x = (f1,...,x) # X' = (X1, ..., X;),
ilyaun i tel que x; # x], dou p(x)(t2i—1) # p(x’)(t2i=1), donc p est bien
un plongement. Pour f dans C\C’, nous pouvons maintenant définir une
fonction continue H(f) de I dans C par

F(f)(@), sip(f)<t<lt,
H 1) =

D0={ Gir e porrumm.  oign,

Cette définition a un sens car pov(f)(1) = (1,0) et G(f,&(f))(1,0) =
F(f)(y(f)). La condition (10) entraine que H(f )([0, y(f)]) est contenu dans
D\F(f)([2y(f), 1]); combiné avec (8), cela montre que H(f) est un plonge-
ment de I dans D. Puisque F(f), pov(f) et G(f, &(f)) sont PL, il en est
de méme de H(f). Puisque F, G, &, p, v et y sont continues, H aussi.
Les conditions (6) et (10) garantissent que

(11) d(f,H(f))<3d(f,C") VfeC\C'.

Par suite, H se prolonge en une fonction continue de C dans Ep. (I, D)
si 'on pose H(f) = f pour f dans C’. D’apres (6) et (10), nous avons
d(f,H(f)) < 2w(f), donc (4) entraine que H est Z-proche de I'inclusion.
Il ne reste donc plus qu’a vérifier que H est un plongement; comme (11) en-
traine que H(C')NH(C\C') = @, il suffit de montrer que H|C\C’ est injective.
Soient donc f et f’ deux points de C\C’ tels que H(f) = H(f"). Remar-
quons que, d’apres la définition de H(f), les 2k + 2 premiers points anguleux
de I’arc polygonal H(f)(I), en partant de H(f)(0), sont H(f)(t;»(f)), ...,
H(f)(ta427(f)); comme il en est de méme pour H(f’), nous avons nécessaire-

ment £,7(f) = (,7(f"), dou y(f) = y(f") et H(f)t:y(f)) = H(/)(tir(f))

pour 1 <i <2k + 2. Nous avons

H(f,0)=G(f,E(Npov(f)(0)=G(f, ()0, 0)=F(f)0),
H(f,tzk+z?(f) =H(f,7(f) =G(f, &/ Npov(f)1)
G(f, SN, 0) = F(H((S).

Les relations analogues pour f’ entrainent alors F(f)(0) = F(f")(0) et

F(f)(f)N)=F(")(»(f)). Puisque F(f) et F(f") sontlinéaires sur [0, y(f)],
nous avons donc

(12) F(f)(ty(f)) = F(/)r(f)) Veelo, 1].
De plus,

HU tyen 7)) = GUE s ES )P o v () tesn)) = GUF s E Nltaiors 1)
B EE) ) - FUO)
= FDen?UN+ = E G - FoHo)

La formule analogue pour H(f", ty,17(f)), combinée avec (12), nous donne

alors &(f) =¢&(f"), dou G(f, E(f)) =G(f", &(f")) d’apres (7). Comme nous
avons, pour 0<t <1,

pov(f)1)=1G(f, SN HUE())),

ainsi qu’une formule analogue pour f’, nous obtenons pov(f) = pov(f’),
d’ou f = f’ puisque p et v sont des plongements.
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