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ANALYSE QUASI-SURE ET L’ESTIMATION DU NOYAU
DE LA CHALEUR POUR TEMPS PETIT

SHIZAN FANG

ABSTRACT. The Ito functionals can be redefined out of a slim set by the nat-
ural way. Quasi-sure analysis is used to deal with the heat kernel asymptotic
problems.

En 1982, R. S. Ellis et J. S. Rosen ont developpé une méthode de Laplace pour
les intégrales gaussiennes de fonctions continues, différentiables au sens de calcul
differentiel Banachique [E-R]. L’étude du noyau de la chaleur pour temps petit
semble relever formellement de 1a méme methodologie. Toutefois les théoremes
de [E-R] ne peuvent pas s’appliquer, les fonctionnelles d’Ito définies sur ’espace
de Wiener X par les solutions d’équations différentielles stochastiques ne sont
pas continues, a fortiori ne sont pas différentiables au sens du calcul différentiel
Banachique.

Ce travail s’inscrit dans le cadre du calcul des variations stochastiques, cadre
ou les fonctionnelles d’Ito sont différentiables [MA,], mais ou les fonctionnelles
d’Ito ne sont définies seulement presque partout. L’analyse quasi-sure permet de
construire des redéfinitions de fonctionnelles d’Ito hors d’ensemble de capacité
nulle pour une échelle infinie de capacité. Elle permet ainsi de travailler en
codimension finie [MA;] comme dans le calcul différentiel usuel. Par exemple,
la loi d’une fonctonnelle d’Ito a valeurs dans R? s’exprime par une intégrale
sur la fibre relativement a la mesure d’aire # >4 .

Dans le cadre de I’analyse quasi siire, un théoreme des fonctions implicites
en codimension finie peut étre démontré [MA;], la faiblesse de ce théoreme
est que I'on ne peut pas choisir arbitrairement le point ou le théoreme des
fonctions implicites est appliqué. Pour pallier a cette difficulté, nous utiliserons
la redéfinition canonique de Ren [RE]. Cette redéfinition a une valeur bien
déterminée en tous les points de I’espace Cameron-Martin H , bien que H
soit de capacité nulle sur toute I’échelle des capacités. Alors il devient possible
d’écrire un théoreme des fonctions implicites en un point fixé hy € H .

Plus précisément, nous considérons I’équation différentielle stochastique de
Stratonoviche:

m
(0.1) dé, = ZAi(ét) odx'(t), €(0) = ¢&o,
i=1
ou A4, ..., A, sont m champs de vecteurs sur R? , bornés a dérivées bornées.
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Le point Ay € H que nous choisissons sera la “géodésique minisante” pour
Paction horizontale associée a 'opérateur de Hormander § 37", 4%. Sous les
hypothéses de Hormander et de Bismut, un développement asymptotique de
(&, &) (1aloi du processus associé) sera obtenu pour temps petit lorsque &, et
& sont non conjugués. Pour ce faire, nous établirons un théoréme des fonctions
implicites sur un voisinage de Ay uniforme en divers paramétres, notament
t, utilisant en particulier les estimations de Moulinier [MO]. L’estimation a
I’extérieur du domaine de définition de la fonction implicite sera obtenue par
la théorie des grandes déviations [AZ, et ST].

Diverses méthodes de Ben Arous [BE], Bismut [BI;], Léandre [LE], et Wata-
nabe [WA;] existent déja avant ce travail, pour approcher ce probleme. La
méthode présentée ici parait la plus proche de la théorie classique en dimension
finie des intégrales de Laplace et des méthodes géométriques de leur traitement.
(Voir [BI;, Introduction et ER].)

Une version affaiblie des résultats de ce travail a été annoncé dans les Comptes
Rendus [FA].

I. RAPPELS ET NOTATIONS

Soit X P’espace de Wiener classique des fonctions continues de [0, 1] a
valeurs dans R™, s’annulant a I’origine. On désigne par H le sous espace
Cameron-Martin de X tel que # € H soit dt p.p. dérivable et

1
(ki) = /0 V()P dt < oo,

par Hj le dual topologique de X qui s’identifie a I’espace:
Hy = {h € X|h; est une mesure sur [0, 1]}.

Soit ux la mesure de Wiener sur X .
Onnote par V (resp. .#°) I'opérateur de gradient (resp. Ornstein-Uhlenbeck)
sur X, 'espace de Sobolev W, est 'ensemble des fonctions telles que:

2r
1615, = (160 du+ Y [ 1961, dus < +oc
i=1

ou

161, = [1oP du+ [1270P du < +oc.

On note W, (R?) Pintersection de tous les espaces de Sobolev sur X 2 valeurs
dans R?. Une fonction ¢ de W, (R?) est non dégénérée si:

detp(x) = det((Vo |V ) i) /? >0 u-p.p. et [detd]™! € W (R).

Dans ce cas, la mesure image ¢,u est absolument continue par rapport a la
mesure de Lebesgue d¢ sur R?, ona ¢,u = k(£)d¢, avec k € °(RY).

D’aprés [MA;], l1a (p, r)-capacité d’un ensemble ouvert O de X est définie
par:

Cp.r(0) = inf{||u||W£; u>0, u>1 u-p.p. sur 0};
pour un ensemble quelconque 4 C X :
Cp,r(A) =inf{C, ,(0)|0 ouvert O A}.
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L’ensemble A est mince si Cp ,(4) =0 pour tour p, r. Une fonction ¢ de
W.(R?) peut étre redéfinie en dehors d’un ensemble mince, et cette redéfinition
¢* est unique a un ensemble mince pres.

Soit ¢ € W,,(R?) non dégénérée, d’apres [A-M], il existe une mesure d’aire
o4 sur ¢* (&), ne chargeant aucun ensemble mince, telle que:

d%oo—d
K@= [ etorc

II. REDEFINITION DE REN

Dans un travail récent de [RE], Ren établit un théoréme limite quasi-sir
de I’équation différentielle stochastique (0.1) par I’approximation de Stroock-
Varadhan [S-V]:

(2.0) dEf (x [Z ]dt E(x) =&,

ol X,(t) = (x(t5) = x(tp))/p si telt,, tj],avec t, =[t/pl et tF =t,+p.

2.1. Notons X0 = {x € X|lim,_o&(x) existe uniformément en ¢ € [0, 1]},
alors d’apres [RE], X% O H et le complémentaire de X% dans X est un ensemble
mince. On notera ¢,(x) la redéfinition ainsi obtenue.

Soit H, C Hp un sous espace de dimension finie, d =dim H,, soit ey, ..., ¢4
une base orthonormée de H,, c’est-a-dire:

1 m
(2.2) / Zé{‘(t)éj’»‘ (t)dt =6;; (le symbole de Kronenker).
0 4=

On suppose de plus que ¢t — ¢;(t) (i = 1,...,d) sont des fonctions .
Une fois e, ..., e; choisies, H, est isométrique 2 R? munie de la norme
euclidienne.

Soit 0 < e <1, h € H,, on considere I’équation différentielle stochastique:

ﬁeh Z{;‘A (Ce.n) de +ZA éeh

i=1
&e,n(0) = o,

et sa régularisation de Stroock-Varadhan:

(2.3)

de? (1) z[eA X5(0) + Ai(EL Dh(D1dt,
éf,h()=fo-

Théoreme 2.1. Soit R>0, il existe un ensemble Ly C X dont le complémentaire
est mince dans X tel que pour tout x € Xg, éf, AL, x) (p — 0) converge

uniformément vers &, (¢, x) en (t,€) €[0,1]x[0, 1], eten h € By, (0, R) =
{h e Hy|||hlln < R}.

(2.4)

Le démonstration de ce résultat repose sur la version de Ren du théoréeme de
Kolmogoroff pour la convergence quasi-sire [RE, p. 192] et des lemmes suivants.
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Lemme 2.2.
(2.5) E(|¢f MOE h(t)|2p) <Cle—¢ |2" si h € By, (0, R).

Démonstration. On a:

&t x) =& (1, x) = Z[/ eAi(EL 1 (5)) — € Ai(&h ,(5))1Xh(s) ds

i=1

+Z / (A& ) — A& hi(s) ds
=1 +12.

On a:

<Y /0 LAIE ) — AE D li(s)] s
i=1

m t . .
<> [14(5) =& 4O (o)l ds.
i=1
Rappelons que h},(s) = (h'(s) — h'(sp))/p, et |s —s,| < p. En posant:

N(h) = ssggg ‘o,

on a:
Sy 5 [ o)de s N,
i=1 i=1 Sp

Il est clair que N(h) est une norme sur H,, elle est donc équivalente a ||A||y ,
autrement dit, il existe C > 0 telle que:

(1/C)hlly < N(h) < Cllklln,  he H.
On a donc:
11 < Clll [ 162, =2, 6)1 ds
d’ou: t
E(L”) < (CR)» /0 E(IE? ,(s) & ,()I?) ds.

L’estimation de I; est plus délicate, on va suivre des idées de Moulinier
[MO]:

m
=Y [ elAel ) - AL 1) ds
i=1Y0

+iz=l:(8—8/)/0 Al(ég,h)x;)(s)ds

=l + 1.
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On a:

m

In=(-¢)) [ /0 A(EE (5)51(5) ds

i=1
t .
+ [14&L 400~ AL (M) ds
= (e — &' )[121 + I122].

Le terme Iy = Y7, fot Ai(&] ,)X,(s)ds est une martingale, d’apres I'inégalité
de Burkholder-Davis:

t
(2.6) E(|hx|?) < C/O E(|4i(& ,so)I?)Pds < Cy.
On a:
t
(2.7) Il < C /0 128 4(8) = &5 (sl IX(s)Ids,
(2.8) E(|x5*) < Cp?,

2 () =& (sp)

(2.9) => [x,';(S)s’ /sAi(éf,,h(u))du+h:;(S)/SA,~(€£,,,(u))du] :
i=1 Se S

p
l . .
(2.10) sup |k} < / | (1)] dt < N(h) < Cllh]ln
0<e<1 0
Compte tenu de (2.7)-(2.10), on a E(|[;22|*) < C. En le combinant avec
(2.6), on obtient:
(2.11) E(Iof?) < Cle—¢').

Quant au terme I;; , on suit les méthodes de [MO] en faisant quelques mod-
ifications mineures et on obtient:

E<|1u|2”>sc(|e—s’|2"+ /0 E(I€? ,(s,) — :t,,,(s,»u”)ds).

Finalement:

t
E(I&7 (1) = &0 4(0I%) < C{I8 —&|* +/0 E(I&7 4(s) = &8 1)) ds

t
+ [ B0 4000 - £ Ao ds
On en déduit que
(2.12) E(IEF () =& ,O1P) < Cle ¢
Lemme 2.3. On a:

E(IE2 (1) =& 4, OI®) < Clh— ¥ sih, h' € B,(0, R).
Démonstration. Méthode analogue.

En utilisant les Lemmes 2.2, 2.3 et [MO], on obtient:
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Lemme 2.4. Pour tout p > 10, R >0, il existe C > 0, telle que:

E(|&? () = &8 (1))

(2.13)
SC{—tP+1p- o' P+ |lh = K| +1e - &1}

pour tout p,p',e, e €[0,1], h,h' € By,(0, R).
Démonstration du Théoreme 2.1. D’apres [RE], on a:

sup E| sup {|éfh OF + lff’éé’h WPH < 400
0<p<1 (t,e,h)€E
ou K =[0,1]x [0, 1] x B, (0, R).
Pour n > 2r, fe W, p>1, il existe une constante C(n, p, r) telle que:

2r
1/ lp.2r S C(n, p,r) - Y Y LE(Sf|(rme)@rebioy t/arte

a=1 v°*

T(2r+1 (2r+1
X E(“Vf";}( r+ )p)l/(2’+1)l7 . ("Ver"'Uzr r+ )P)l/(2r+l)p

ou v® € N% vérifient les relations suivantes:
v+ v =, UF+ 2054+ 2rv3, =2r.

Donc, d’aprés le Lemme 2.4, pour n pair assez grand:

IIEZ 4(8) = &2 (™, 2
< C(Ip _ pll3+d+a + |t _ tl|3+d+a + |€ _ 8/|3+d+a + ||h _ hl”i!+d+a)
avec > 0. O
Remarque. On a le méme résultat pour les dérivées d’ordre supérieur en & .

Corollaire 2.5. I/ existe un ensemble Ly dont le complémentaire dans X est un
ensemble mince, g D H tel que
(1) eZg + By, (0, R) C X0,
(2) &ex+h) =& u(t, x) six €Zg, (t,€) €0, 1)*, he By, (0, R),
méme résultat pour des dérivées d’ordre supérieurs en &;.
Démonstration. Soit p >0, &’ (L, x) et &P (ex+h) vérifient la méme équation
différentielle ordinaire:
m
du, =Y [0 Ai(u)%5(0) + Ai(u)hy(Dde,  ug=&o.
i=1
Donc, (:é” A(t, x) = & (ex + h). D’apres le Théoreme 2.1, il existe Zx dont
le complémentaire dans X est mince, Xx O H tel que, pour tout x € Xp,
f;”h(t, x) converge uniformément en ¢ € [0, 1], pour tout ¢ € [0, 1], A €
By,(0, R), autrement dit, lim,_o&’(ex + h) = &(ex + h) uniformément en
te[0, 1], donc ex + h € 0. On obtient en méme temps (1) et (2).
Notons désormais: &'(x) = &7 (x), ¢n(x) =EX(X), o(x) = p1(x),

ge(x) =& 0(1, x) et Z(x) =08/ (x)/0%, Zi(x)=0¢:(x)/8.
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Proposition 2.6. Pour tout x € Xg, Vo,(ex + h) converge uniformément vers
Vo(ex+h) en e€[0,1], h € By, (0, R).
Démonstration. Soient m,n > 1, posons Ly, , = V¢, —Veo,, on a:

U, n(2)1%(2) = / ZI(x)(Z) 7 (%) 4a(& (X)) ds
(2.14) 0

- /0 2120 () Aa(ER(x)) ds.

D’aplrés le Théoreéme 2.1, soit 1 > 0, il existe ny > 1 tel que pour tout m, n >
ng , ait:
IZ"(ex + h)(Z") ™! (ex + h) Aa(&) (ex + h))
— ZMex + h)(Z]) ™ (ex + h)Aa(& (ex + )| < 1
pour tout s € [0, 1], € € [0, 1], & € By, (0, R). Donc on a, en vertu de

“lm,n(3x + h)”%{@]{d <n

on en déduit la Proposition 2.5.

Dans ce qui suit, on va utiliser la méthode d’Egoroff pour passer de la con-
vergence simple a la convergence uniforme.
Proposition 2.7. Soit G un espace hilbertien séparable, " une suite de fonc-
tions continues de X dans G, dépendant de deux parametres (¢, h) € [0, 1] x
Bx,(0, R). Supposons:

(1) fi" € Weo(X, G),

(2) pour tout x € x, fE"(x) converge uniformément en € € [0, 1], h €
By, (0, R).

Alors, pour tout 6 > 0, il existe un ouvert O C X tel que

(3) G,,(0) <9,

(4) fe*(x) converge uniformément en € €10, 1], h e By, (0, R), x € O°.
Démonstration. Soit 6 >0, [, k € N*, posons
St k)= [) {x e X|IfF"x)-fax)l < 1/k, Ve €[0, 1], h € By, (0, R)},

m,n>|

So = {x € X|f**(x) ne converge pas uniformément en ¢ € [0, 1],
he BHZ(O, R)} .
Par ’hypothése (2), Vk € N*,

SsclUsu, k),  Sf=Zx,
i

on a donc:
Co.r (ﬂSC(l, k)) <Gy, r(So) =Gy (2R) =03
i

S¢(l, k) étant un ouvert de X, on obtient
Cp./(S°(Ix, k)) <6/2% pour un certain /.
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Posons O = ;5 Sk, k). On a:
Cp,r(o) < Z Cp,r(SC(lk > k)) < 22_k5 =4.

k>1 k>1

D’autre part, on voit facilement que f¢°" converge uniformément en ¢ €

[0, 1], h € By, (0, R), x € O°; la démonstration de la proposition est achevée.
]

Remarque. (1) &,(h) vérifie ’équation différentielle ordinaire suivante:

m
d&(h) =Y A&(h)R (1) dt,  &(h) =&,
i=1
et &M(h), VEr(h), ..., V'Er(h) converge uniformément sur tout borné de H .
(2) Notant V (0, p) = {x € X||Ix||lc < p},0n a lim,_, C, (V¢(0, p)) =
0.
En résumant les résultats précédents, on obtient:

Théoreme 2.8. Pour tout R > 0, posons By(0, R) = {h € H||h||zw > R}, alors
il existe une suite d’ouverts O, r g C X décroissants en n, R, croissant en
R’, et une suite de nombres p, > 0 tels que

(1) Bu(0, R) C O5 g p CV(0, pn);

(2) limp—oo Cn,n(On,r, ") =0, pour tout R, R' fixeés;

(3) dm(ex+h), ..., Von(ex + h) converge uniformément lorsque m — oo
sur [0, 1] x By, (0, R") x OF & pi-

Comllail'e 2.9- POSOHS G;,R,RI = UCQ[O, l] GOS,R,R' €t Q;,R,R' = Gfl,R,R' +
By, (0, R'); alors:

(1) Qn r.r» Gy g g Sont des fermés de X ;

(2) G g g estétiléa O;

3) éms ..., V¢ converge uniformément sur Qf,, R.R -
Démonstration. (1) Soit x; € G}, g g tel que limy_, . x;x = x, il existe ¢ €
[0, 1], x; € Op g p tels que x; = g.x; . Il existe une sous suite k, telle que
lim, o, &, = & avec ¢ € [0, 1], si ¢ =0, d’apres (1) du théoréme précédent,
limp_,ooskpx,’cp =0,o0na limy,_x, =0,donc x=0¢ Of,,R’R,. Sie>0,
limp oo X = limp_co X, /€k, € OF g g > dONC X € €07 g g C G}, g g PAT
conséquent Gy R;R ©St fermé dans X . By, (0, R') étant compact, il en résulte
que Qf p p est fermé. (2) et (3) se voit par la construction. O

III. ESTIMATION DU NOYAU DE LA CHALEUR

On suppose désormais que les champs de vecteurs A4,, ..., 4, satisfont aux
conditions fortes de Hormander:

(H.1) Ay, ..., Am et leurs crochets de Lie de tout ordre en &, engendrent
RY.

Dans ce cas, la solution & de I’équation (0.1) est non dégénérée, on note
(&, &) la densité de (&).u par rapport a la mesure de Lebesgue d& sur R?
et p(e, &, &) la densité de (¢.).u relative a d¢, on a la relation: p,.:(&, &) =
p (8 ’ 60 s c) .
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D’apres [A-M]:

d%oo—d
. P, 0, 0 = /m"(é) det[p.] -
Soient & # £, notons:
Ki ={heHlp(h)=¢} et d(&, &) =inf{|hlalheKE).

On supposera que la condition de Bismut est satisfaite:
(H.2) Il existe un seul hy € Kgo tel que |\ho|lp = d(&o, &) et Cy, (la matrice
de covariance de Malliavin déterministe) inversible o

m .
32 (Cmm=3 /0 (ZyW)Z7 (W ALER), 0> dt,  neRe.
i=1

Décomposition de I’espace de Wiener. Sous I’hypothese (H.2), t — hy(f) est
une fonction > de t. Posons:

(33) (1) = [Z1(ho) Z; " (ho) Aa(&i(ho))Y,  i=1,....d.

Alors les fonctions ¢ — é2(t) (i=1, ..., d) sont des fonctions de > de ¢.
Notons:

(3.4) H,=vect{e,, ..., ez} I'espace vectoriel engendré pare, ..., e;.

H, est alors un sous espace de Hy de dimension d, car ((eile;)n) = Cy, est
inversible. D’apres [BI;], il existe ¢ € R? tel que:

d
(3.5) h§(t) = qief(2).
i=1

Donc hy € H,. Soit Py, la projection orthogonale de H sur H,. Notons
H, = P,;zl(O), c’est-a-dire:

m 1
(3.6) Hy = {U € le/o Z(ho)Z; " (ho)Ai(&i(ho))0' (1) dt = 0} .
i=1

Ona: H=H, o H,.

Soit Y la fermeture de H, dans X, alors:
3.7 Y={xeX[{e;, x)=0, i=1,...,d}
et X =Y®H,,lecouple (Y, H;) est un espace de Wiener abstrait. Soit uy la
mesure de Wiener sur Y ,ona: u = uy®up, , ol uy, estla mesure gaussienne
canonique sur H;.

Notons Ily la projection de X sur Y, Ily, la projection de X sur H,.
Posons:

Q, g g =y (Gn g, & N (By,(0, R'))),
Q2 ¢ g =Iy(Qn,r,x N5 (Bx,(0, R))).

Proposition 3.1. Notons Q"% p le complémentaire de Q\  p, dans Y, soit

J/GQ,I,’,;,RI alors: EyGQf,j},R, pour tout € € [0, 1].

Démonstration. Soit y € Q,l,’}’ g > oOn aalors: (v, z) € Gy g p pour tout
z € By, (0, R'), en particulier (y, 0) € G p g . D’apres le Corollaire 2.9: pour
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tout ¢ € [0, 1], (ey,0) € Gy g g €t (6V,2) € Qf g g SI Z € By (0, R'),

par conséquent. &y € Qn R.r - O

Estimation de terme résiduel. Soit § > 0, soit G5 € & >°(H,, R) telle que:

65(2) { 1 SlZEBHz(ho,é/z) < ~ <
0 siz ¢ BHz(hO, 5),

Notons Gs(x) = G,;(I'IH2 (x)), et Gs. . = Gs(ex), il est clair que:

(3.8) G5 . € Woo(R) et supE(||[V¥Gs |I”) < +o0.

e<1

Propeosition 3.2. Soit § > 0, il existe ¢ > 0 telle que:

d# >4
08 [ (1-Go% = =0(ew-gzll +0) =0,

Démonstration. Soit 0 € €°(R, R) telle que 0 < () <1 et
1 siftf <1/2,
0(t) =
® {0 siff]>1.
On a, pour tout u > 0:

aret_ | (e
= 1-Gs .)0
/%_'(of)( Gs.)detp, det ¢, ¢;'(¢)( 3.2) u? det o,

= <6¢((pe), (1—G6,8)0(|% = )>

ol J est la mesure de Dirac au point ¢. (Voir [A-M, WA,].)
En utilisant ’intégration par partie comme [WA;], il vient:

w:‘(é) Gs.6) get,

_ / Fi(e, x)0" ('% i )C((oe)Qa(X)du(x)

aklj

ou la sommation est de termes finis, F(¢, x) est un polynéme en g¢.(x), des
dérivés de @.(x), 7:(x) = ;7 '(x) (o, étant la matrice de covariance de Malli-
avin de ¢.); C; sont des fonctions bornées sur R4, Qp est un polyndome en
1-Gs . avec Qp(0) = 0, Qu(Ge) (a > 1) est un polynéme en dérivées de
Gs .. avec Q,(0) = 0. D’apres [K-S]: il existe ng > 0, tel que, pour tout p > 1,
on ait:
E(|deta, |P) < ce™™

donc il existe N > 0 tel que

E(|Fi(e, x)P)'P = O(e™").
Compte tenu de (3.8), on en déduit:

=

hg O 1/q
—_ —N ¢ —2 9 _ <
/m"(ﬂ(l Gs.¢) det o, <Keg #(YXBH2(8 > 28)!”!{|(o[e él_u})




L’ESTIMATION DU NOYAU DE LA CHALEUR POUR TEMPS PETIT 231
Donc:

- oco—d

lim 2¢2 log/ (1- G&,:s)K

&0 ) det g

<1H28210gy Y x B by 3 N{lp: =& < u}
> q e—0 H, P H 28 € > .

Remarquons que ¢ > 1 peut étre choisi arbitraiement, on a ainsi:

— dx# -4
1 2 — -
211%28 log w:‘(&)(l Gs.¢) detp,
e hy o
: 2 ¢ 0 -
< l1n(1)28 log u (Y x By, ( = 28) N{lp: —&| < u})

. 1)
< —inf {hlilh € ¥ x B, (o, 3) n(lo -2l <}

Ici, on a utilisé la théorie de grandes déviations pour la diffusion de [AZ,] ou
[ST].
On a, pour certain u > 0,

(3.10) inf{||k|};|h € Y x B, (ho, 6/2) N {lo — &I < u}} > kol -

En effet, si (3.10) était faux pour tout u > 0, en prenant u = 1/n, il existerait
hn € Y x By (ho, d/2), |¢(hn) —¢&| < 1/n tels que ||Aqx|ln < |lholln , donc il
existerait une sous suite notée encore 4, qui converge faiblement vers A’', on
a ||hy —h'llc — 0, donc h' € Y x By (ho, 6/2). D’autre part:

. .1
lp(h') =& = lim |p(ha) —¢| < lim = =0,

ce qui implique que A’ € K. D’apres hypothese (H.2),ona hg=h', ce qui
est en contradiction avec h’' € Y x B (hy, 6/2).
D’apres (3.10), il existe ¢ > 0 tel que

inf{||\ho||3;|h € Y x Bfy,(ho, 6/2) N {lp — &| < u}} > |lhollF +c.
On obtient donc le résultat. O
Soit y € Q,ll’,j(’R, , d’apres le Lemme 3.1, pour tout « € [0, 1], z€ By, (0, R').

Ona: (ay, z) € Q; g g - Posons:
1
Jela, 2, y) = /0 (1Z7 Y (eay, 2) = Z7 (2P + lou(eay , 2) — pu(2))?

+1Zy(eay, 2) — Zy(2)]* +10:Z  (eay, z) - 8.2 ' (2)|?
+10:Z)(eay, z) - azZl(Z)F)di
et

1
IB,f(y)=/ / [ng(a, Z, y)|k+|aa',8(aa Z, y)|k+|aZJe(a> Z’ y)lk]dadz
0 BHz(hO)r)

D’apres un lemme de Sobolev, il existe une constante a > 0 telle que:

(3.11) sup  sup J(a, z,y) <al; (y)
0<a<l z€By,(h,r)

pour un certain k >d +1.
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Soit p >0, soit k, € (R, R), 0 <x,(t) <1 telle que:

)= {

Notons Fp,e,r(y) =kKp(le,r(¥)) et Fp ¢ r(x) = ﬁp,e,r(nY(x)) .

Iﬂmme 3.3. (i) Gayer’s’r € WOO(R);
(i) sup,<; E(IV™(Gs,cFp,e,r)llmpy) < +00.
Démonstration. On a:

1 sit<p/a,
0 sit>p/a.

GJ,e(”t(aya z)= G&,séa,z—anﬁz(x)(la X) u-p.p,

d’aprés le Lemme 2.3 de [O-P], on voit que x — éa,z_a,,ﬁz(x)(t, X) est un
élément de W, (RY), par suite G 9:(ay, z) € Wx(R?). De méme pour
Z Yay, z). (i) se voit donc par leurs définitions; (ii) résulte de I’estimation:

sup sup E (sup||a,,za¢0 & 2t )||") SCm,m <+oo. O
e<l |zI<R  \i<1

Proposition 3.4. I/ existe une constante ¢ > 0 telle que:
(3.12)

Ao~ —d
/-,(6)(1 ~Fpen)Gs,e—qoo = o - o (exp % 2(|Iho||H+c)) (e — 0).

Démonstration. D’apres le Lemme 3.3 et les démarches de la démonstration de
la Proposition 3.2, (3.12) sera établi dés qu’on aura démontré le résultat suivant
dont la démonstration sera remise en appendice.

Lemme 3.5. Pour tout p>0 et 0 >0:
Iim 2¢” Log u(({Z:..r(¥) 2 p} x ¢~ Bru (ho. 6)) N {lp(ex) = € < 0)

< —inf{||hl%|lp(h) = &| < o, I (Pu,(h)) > p}.

D’apres les Propositions 3.2 et 3.4, la contribution principale a p(e, &, &)
provient de [,z Fy,¢,1Gs,. ' >"%/det g, .

(3.13)

Estimation du terme principal. Désignons par & (Bp,(0, R’)) I’espace des fonc-
tions indéfiniment dérivables sur By, (0, R’), munie de la topologie Fréchet
usuelle de la convergence uniforme sur tout compact de B, (0, R'). D’apres
“le splitting lemma” de [MA,], I'ensemble Zj » = (), Q. R Ekr =
N, Q% ¢ g sont des ensembles minces de Y . Pour tout y € Qn ®. R » définis-
sons la fonction partielle (o,,(z) By, (0, R") — R? par ¢,(z) = ¢(y, z), qui
définit une application: Qn RR &(Bu,(0, R'/2)), y — ¢, continue.

D’apres la constructlon de F,, e,r» 1l existe p > 0 assez petit tel que pour
tout y ¢ F,} ({0}), 9., définisse un difféomorphisme de la boule By, (ho, p)
sur un vmsmage ouvert de £, notons p.(y)(-) I'application inverse de ¢, :

@(ey, pe(¥)(n)) = n sur un voisinage de &.

Soit r > 0 tel que:
{z € By, (ho, 1), 9(0, 2) =&} = {ho}, R >2||holln, R>2R".
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Proposition 3.6. On a:

/ Foog A7 exp—d’(&, §)/2¢
ot ¢ det g, (2me2)d/2

~ 1
G19) x [ Fpest) oo =5 000)(0) - hal

+ 200.)(©) = ho, ho>)] I50)(&) duy

ot Jp.(y) désigne le jacobien de p,(y) .
Démonstration. On a:

dx >4 ) 1
o) Fp,c,rGé,EW = ll_f'r(l) m Fp,e,er,sllqze—élga du(x)

. 1 ~ ~
= tim e [ Foeor9)Gs.(2ipc1co dir () dun(2)
. 1
" VelBE, 0)
ou
aq =/Fp,e,r(y)éé,s(Z)ll(ac—élSad,uY(y)d/‘Hz(Z)
(3.15)

~ ~ exp —|z|%/2¢?
=/YFP,e,r(y)d,uY(y) /H2 Gs(2Mip-e1<0(e7, 2) = zvam— 9%+

En faisant le changement de variable z = p,(y)(n) sur un voisinage de z €
By, (ho, p) N9, ({¢}) dans (3.15), on obtient:

. l _ joed 1 2
li e % 9o =, Froer ) [ex0 = 550 0)OR ] T.9) @ dar ()
d’ou (3.14). O
Dans ce qui suit, on va supposer que les deux points &, ¢ sont non con-
jugués le long de I'unique géodésique Ay reliant &, et &, ce qui se formule par
I’hypothése suivante:
(H.3) ho est un minimum non dégénéré de I’application h — L|\h|} sur la
sous variété Kgo de H.
Pour alléger les notations, on notera p,(y) a la place de p:(y)(<), pe(v) la

dérivée de p.(y) par rapporta ¢ et F, ., alaplacede F, . ,.
Drapres (3.14), il suffit d’estimer le terme suivant: pour tout p > 1, il existe
p>0, g >0 tels que:

(3.16)  sup [ F, .n)exp [Z(ho, pe(y) — ho)| duy () < +o0.
&

&e<¢gp

Nous avons:

(3.17) Pe(y) = ho + / pl(y)dt
0
et
(3.18) P,(y) = -0z 0(ey, pe(y)) - Bep(ey, Pe(¥)) .
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On voit clairement que 8;9(ey, pe(¥))je=0 = (V@(ho), y) = 0, par suite:
&
0:0(ey , Pe(y)) = /0 [820(sy, ps(¥)) + 8:0m,0(sy , ps(»))P5(¥)ds
&
= [0y, ds

- /0 180 0(s . ()05 05y, 5()0s0(sy , ps(¥))]ds
= 11(8’ y) +12(83 ).

Soit y; la solution de ’équation différentielle stochastique suivante:

y = / 9 Ai(0s(2))1s(2) dx' (s / Ao(ps(2)) ds

3.19
( ) +/0 0 Ai(ps(2))ys2ids + E/O 024i(ps(2)) - ms(2) - ms(2) ds
avec 1 .
Ay =3 ;aiAkA;c
et ’

n(z) = / Z(2)Z7 () Ai(95(2)) dx(s)
Alors 929(ex + 2)je— = 11(x, 2).
Lemme 3.7. Notons:

510 = [ 010(er, O, ) =y, holdr,

50 = [ 950wy, by a(e. ) d.

Alors pour tout p > 1, il existe p >0, & > 0 tels que:

6200 s [ Fy.0)ew [-Eih, 50)] dur(y) < 4o,
62 s [ Fpmexn[-Liho, 20N] dir(y) < +o0.

Démonstration. Nous montrons ici (3.21), et (3.20) se démontre de la méme
maniére comme dans [WA;].
_ Nous avons: exp[—(p/e?)(ho, J2(»))] < exp(p/e*)|ho| |J2(y)|; pour y tel que
F,.e(») # 0, on a: sup,, |05 '¢(ty, p:(¥))] < M, oi M est une constante
indépendante de y . Donc il suffit de montrer:

(3.22) il existe p > 0, & > 0 tels que: pour tout ¢ < &:

/Y Fy o(v) expp|8:0m,0(ey » pe(9))] 1802y , e(»))| diiy () < +00.

Considérons la fonction N € (R4, R) telle que:

(%) N(&) = |¢| en dehors d’un voisinage compact de 0 et N(&) > |¢]|.
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Nous avons:

exp p|0:0m,9(€y , Pe(¥))| 100 (e , P:(¥))|
= exp p|9. 0,0 (ey , p:(¥))|10:0(ey , pe(¥)) — (Vo(ho), y)|
< exppN(0:0m,9(ey, Pe(¥))) - N(Be@(ey, pe(¥)) — (Vo(ho), ¥))
< ” CprN(633H2¢(8y, Z)) ° N(aa¢(8y’ Z) - <V¢(h0) ) y))"z,p

ou

If(Dz.p=sup |f(2)].

2€By, (o, p)
Notons
(3.23)

b(y) = / [exp Pk N(3,01,0(ey » 2))N(@ep(ey, z) — (Vo(ho) , )]
By, (ho , p)

1/k
x [1+10;N(0:0m,9(ey, z)) - N(G:0(ey, z) — (Vo(ho), y))l"]dZ) .

Alors on a:

(3.24) exp |90, ¢(ey , Pe(¥))|10:0(ey , Pe(¥))| < cb(y).
Donc:

/Y E, () explp|0:0,0(ey , 0:())) 19:0(ey , e(¥)) 1ty (v)
<c /Y E, .(0)b(y) duy () = cE(F, o(x)b(x)|TIg,(x) = 0)

ol f,,, ¢(x) (resp. b(x)) est obtenu en substituant y par x dans la définition
de F, .(y), voir (3.11) (resp. b(y), voir (3.23)).

< cllFp e (x)b(X)ll -

Comme dans [WA;], on voit aisément que:
(3.25) Pour tout p > 1, il existe p > 0, & > 0 tels que pour tout & < &:

E (fp,e(x) / [exp p|8;0: ¢ (ex , 2)|18:0(ex, 2) = (Vo(ho), X)l]dZ)
BHz(hO’r)
< +00.
On en déduit avec le Lemme 4 de [DO, p. 191]:
(3.26) sup [|Fp,e(x)b(x)llws < +o0 pourr>d, g >1.
e<ég d
Donc:

[E(Fy,e()D(0)TLs,(x) = 0)] < C Sup |1F, e (x)b(x)llpg < +o0.
60

On en déduit (3.22). O
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Lemme 3.8. Sous [’hypothese de non conjugaison (H.3), il existe p > 1, p>0
tels que:
(3.27)

- e
[ Brtriexo -2 [, 05 ptey. 5D ony. ho)de] duay < 4o,
Démonstration. Sous I’hypothése (H.3), on a (cf. [BI;] ou [BE])

(3.28) | expl=plto, 35 0(h) - 1(v, ha)) ity < +oc.

Par la construction de F, ., si I-",,,e(y) # 0, alors:
10k, 9(ey , Pe(¥)) — Om, 9 (ho)ll < p.
Pour tout g > 0 assez petit, il existe p > 0 tel que:
(3.29) 105, ¢(ev , P () — 85 p(ho)l < B..
Il est clair que pour tout g > 1, il existe 8 > 0 assez petit tel que:

E(exp Bq|yi(x, ho)|) < +o0

ou encore:
E(exp BgN(y1(x, ho))) < +o0.
Donc:

E(exp[BN(y1(x, o))l T1x,(x) = 0) < C - |lexp[BN(y1(x , ho))]llwg < +o00

ou encore:

(3.30) [ xelBN i x, o)l (3) < +oo.

D’apres (3.29), on a:

(ho, 8! 0(ay , Pa(¥)) - 11 (¥, ho)) < (ho, B! 0 (ho) - 1 (ho)) + Blhol N (y1(x , ho)).
On établit donc le lemme avec (3.28) et (3.30). O

Développement asymptotique.

Théoreme. Sous les hypotheses (H.1), (H.2), et (H.3), pour tout entier n > 0,
on a, lorsque ¢ — 0 :

exp —[d*(&, £)/2e] "
Pe(&o, &) = (VIne)Yldet p(ho)] (z_%c ek +o(e ))

avec :
o= /},CXD“E(’IO, p)) duy(y) ot p(y) = 87Pe(¥)le=0-

Démonstration. Remarquons d’abord:

lim /ey (&) = Jpo(é) = 1 '

det(Voi(ho)le))n)  [detol(ho)

et 82pe(¥)|e=0 = 6,;2 o(ho) - 71(ho) . Dans (3.14), en faisant le développement
limité sous le signe [ et en procédant comme [BI;, pp. 167-173], on obtient
le résultat, le développement asymptotique sous le signe [ est controlé par les
Lemmes 3.7 et 3.8.
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IV. APPENDICE

L’objet de cette section est de démontrer le Lemme 3.5 admis:

Lemme 3.5. Pour tout p >0, 0 >0:
lim 2¢? Log u(({Le(y) > p} x &' Bu(ho, 9)) N {lp(ex) = &| < a})

< —inf{|lal}|lo(h) ~ &l < o, Li(Py,(h) 2 p}.

La démonstration de ce résultat se base sur le théorie moderne de grande
déviation pour les diffusions établie dans [AZ,] out [ST]. Dans ce qui suit, nous
adoptons le schéma de [ST).

Soit ¢} ,(a, z) la solution de ’équation différentielle stochastique suivante:

do; (o, z) = eadi(9], (a 2))dx' + 2’ Ao(9] (@, 2)) dt + Ai(9}, (o, 2))d 2",
9z 0le, 2) =&,

avec t, = [nt}/n.

Lemme 4.1. Soit p > 0, alors:

(41)  lim Tmelu(x € X|lg! (@, 2) - pu(aex + 2l o0 2 p) = o

uniformément en (c, z) € [0, 1] x By, (0, R"). (4.1) est aussi valable pour

les dérivées 0% ((c, 2)|0&k, oit ||+ I, 00 désigne la norme uniforme en t sur

[0, 1].

Démonstration. Voir [ST, Lemmes 4.7, 4.8, et 4.12].

Lemme 4.2. Soit p >0, on a:
lim lime?u | x € X| sup |¢F (a, z) — @aex + 2)|1.0 > p | = —0,
n—+o0 g—0 (a,z)EK 4

de méme pour les dérivées de ¢ (o, z), ¢,(agx+z) par rapporta & € RY on
K =10, 1] x By, (0, R").

Démonstration. Soit p > 0 fixé, pour tout L > 0, il existe n; > O tel que pour
tout n > ny, on ait:

(4.2) ﬁezu(x € X|llog (@, z) — ¢i(aex + 2)|lr,00 2 p/2) < —L
il existe &7 > 0 tel que pour tout € < & :
(4.3) u(x € X|llog (a, z) — g(aex + 2)|lr,00 2 p/2) < e~/
Soit [ > 0, il existe m = C - [1/1]9*! points (a;, z;) de K tels que:
m
(4.4) Kc|JB((ei, z),1).
i=1
Notons:

Sa(x) =sup sup |[|0.0:9; ((a, 2)ll, 005
e<1 (a, z)€K

f(x)=sup sup [8,0:¢/(aex + z)|l 00 -
&<l (a, z)€K
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11 est facile de voir que:
(4.5) supE(fy) < C < +00.
n

On a:
oz (a, 2) — o7 (', 2')llr, 00

1
< / 100207 (e + (1 — w)et', uz + (1 = 4)2") 1,00 dt (jo = o] + |2 — 2'])
0

< fax)(la—d|+]|z - 2)).
Soit (a, z) € K, il existe i tel que |a —a;|+ |z —z;] </, on a:
o7 (i, zi) — or(aiex + zi)llr, 00 2 l9e(atx + 2) — @7 (@, 2)|l¢, 00
= gz, i(ai, zi) — ¢ i(a, 2) + pi(cex + 2) — pi(cuiex + zi)l|1, 0
> ||ge(aex + 2) — 97 (@, 2)|le,c0 — (fu(X) + f(x)) -1
On en déduit:
sup  ||@e(eiex + zi) — 97 (ais Zi)le, 00

i=1,...,m

4.6
(4.6) > sup lpdoex +2) = 92 e, 2o = (1) + 1) .
a,Z
Par suite;
{ sup |l@i(aex +z) — ¢ (@, 2)|lt,00 > p}
(a, 2)€EK
(4.7)

m
c U {lodauex + z) = o2 (i, 2)ll,00 2
i=1

u{hizglo{rzg}-

D’apres (4.3) et (4.5):

[STRS]
——

U ({ sup |l@(aex +z) — @7 (o, 2)ll1,00 > p})

(a,z)EK
<me ey C.1/p< Cl™4='e 1?4 Cl/p.

En prenant | = e~L/2@+D¢" on obtient:
Iz ({( supK||¢t(asx+ z) —of (o, Z)lr, 00 > p}) <C.e U
a z

On en déduit donc le Lemme 4.2.
Lemme 4.3. Soit p >0, on a

lim hme Logu ({sup sup  |log (a, 2)(¥) — @@ty + 2)|lr,00 2 p}
n—+o0g— a<l z€By, (ho,r

x ¢! By,(ho, 6)) = —00.
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Démonstration. On choisit d, r, R” tels que |hg|| +J +r < R", alors:

{sup sup  |log (a, z)(¥) — ¢i(aey + 2)|l1, 00 > p} x ¢ ' By, (ho, 9)
<1 z€By, (hy, )

- { sup "¢:,l(aa Z) - q’t(asx-" Z)”l,oo > p} .
(a,z)EK
Compte tenu du Lemme 4.2, on obtient donc le résultat. O

Démonstration du Lemme 3.5. Notons;

G;(y)=sup sup [llo; (a, z)(¥) - ¢i(cey + 2)|li, 00
C!Sl ZEBHZ(hO’r)

HIZ2, (o, 2)0) = 27 (cey + 2t 00
+11Z (@, 2)(¥) = Zi(aey + 2)|Is, 0
+10:Z; [(a, 2)(y) — 0:Zi(aty + 2)||1, 0] -
Alors:
({Ie > p} x &' Bp,(ho, 8)) N {lp(ex) ~¢| < 0}
C{l:>p, G <n} x e 'By,(ho, 8)) n{lo(ex) - &| < 0}
(4.8) U({G} > n} x e~'By,(ho, 9))
C ({I;(Iy(x)) =2 p —n} n{lpT(ex) =& < 0 + 1}
U({G? >n} x &' By, (ho, 6)).

Ou I est obtenu de I en remplacant ¢, par ¢ (o, z) ainsi que leurs
dérivées, ¢f(ex) = ¢} (1, 0). On voit que x — I(Ily(x)), x — p}(x) sont
des fonctions continues sur X , en appliquant le principe de grande déviation:

im 22> Log u({I(TTy (x)) 2 p — 1, |9{(ex) &I < 0 + 1))
= —inf{||A||} |1} (Pu,(R) > p— 1, |of(h) —¢&| <o +n}.
D’apres le Lemme 4.3 et (4.8), il existe ny > 0 tel que pour tout » > ngy:
lim 2¢” Log u({I. > p} x &' Bu,(ho, 8) N {|(ex) —¢| < 0})
< —inf{||h|3 1" (Pu,(h)) > p— 7, | 9] (h) - &| < o + n}.
Posons
Wo= [\ {I"(Pu,(h))>p—n, |otth)—¢l <o +n},

no<m<n
et ¢, = inf{||k||3|h € W}, co = inf{||k[|}|h € N,5,, Wa} » alors on a:

Co = Sup ¢,.
n>ngp

D’autre part:

N Wa C {1(Pa,(h) 2 p—n, lp(h) & <o +n}.

n>ng
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Il en résulte que:
Tim 262 Log u(({Le > p} x &' By (ho, 6)) N {Ip(ex) — ¢| < o)
< —inf{||k|3| 11 (Pu,(h)) > p— 7, |@(h) —&| <o +n},

pour tout 7 > 0 assez petit. D’ou le Lemme 3.5. O
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