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ANALYSE QUASI-SURE ET L'ESTIMATION DU NOYAU
DE LA CHALEUR POUR TEMPS PETIT

SHIZAN FANG

Abstract. The Ito functionals can be redefined out of a slim set by the nat-

ural way. Quasi-sure analysis is used to deal with the heat kernel asymptotic

problems.

En 1982, R. S. Ellis et J. S. Rosen ont développé une méthode de Laplace pour

les intégrales gaussiennes de fonctions continues, différentiables au sens de calcul

différentiel Banachique [E-R]. L'étude du noyau de la chaleur pour temps petit

semble relever formellement de la même méthodologie. Toutefois les théorèmes

de [E-R] ne peuvent pas s'appliquer, les fonctionnelles d'Ito définies sur l'espace

de Wiener A par les solutions d'équations différentielles stochastiques ne sont

pas continues, a fortiori ne sont pas différentiables au sens du calcul différentiel
Banachique.

Ce travail s'inscrit dans le cadre du calcul des variations stochastiques, cadre
où les fonctionnelles d'Ito sont différentiables [MAi], mais où les fonctionnelles

d'Ito ne sont définies seulement presque partout. L'analyse quasi-sure permet de

construire des redéfinitions de fonctionnelles d'Ito hors d'ensemble de capacité

nulle pour une échelle infinie de capacité. Elle permet ainsi de travailler en

codimension finie [MA2] comme dans le calcul différentiel usuel. Par exemple,

la loi d'une fonctonnelle d'Ito à valeurs dans M.d s'exprime par une intégrale
sur la fibre relativement à la mesure d'aire ^Z°°~d .

Dans le cadre de l'analyse quasi sûre, un théorème des fonctions implicites
en codimension finie peut être démontré [MA2], la faiblesse de ce théorème

est que l'on ne peut pas choisir arbitrairement le point où le théorème des

fonctions implicites est appliqué. Pour pallier à cette difficulté, nous utiliserons

la redéfinition canonique de Ren [RE]. Cette redéfinition a une valeur bien

déterminée en tous les points de l'espace Cameron-Martin H, bien que H

soit de capacité nulle sur toute l'échelle des capacités. Alors il devient possible

d'écrire un théorème des fonctions implicites en un point fixé ho e H.

Plus précisément, nous considérons l'équation différentielle stochastique de
Stratonoviche:

m

(0.1) dtZt = YJAi(^t)odxi(t),        f(0) = a>,
1=1

où Ax, ... , Am sont m champs de vecteurs sur Rd , bornés à dérivées bornées.

Received by the editors July 9, 1990 and, in revised form, June 3, 1991.
1991 Mathematics Subject Classification. Primary 58G32, 60H07; Secondary 60H10.

©1993 American Mathematical Society
0002-9947/93 $1.00+ $.25 per page

221



222 SHIZAN FANG

Le point ho e H que nous choisissons sera la "géodésique minisante" pour

l'action horizontale associée à l'opérateur de Hörmander \ J2?=x ¿} ■ Sous les
hypothèses de Hörmander et de Bismut, un développement asymptotique de

Pt(£o, Ç) (la loi du processus associé) sera obtenu pour temps petit lorsque £o et

Z, sont non conjugués. Pour ce faire, nous établirons un théorème des fonctions

implicites sur un voisinage de «o uniforme en divers paramètres, notament

t, utilisant en particulier les estimations de Moulinier [MO]. L'estimation à

l'extérieur du domaine de définition de la fonction implicite sera obtenue par

la théorie des grandes déviations [AZi et ST].

Diverses méthodes de Ben Arous [BE], Bismut [BIi], Léandre [LE], et Wata-

nabe [WA2] existent déjà avant ce travail, pour approcher ce problème. La

méthode présentée ici paraît la plus proche de la théorie classique en dimension

finie des intégrales de Laplace et des méthodes géométriques de leur traitement.

(Voir [BIi, Introduction et ER].)
Une version affaiblie des résultats de ce travail a été annoncé dans les Comptes

Rendus [FA].

I. Rappels et notations

Soit A l'espace de Wiener classique des fonctions continues de [0,1] à

valeurs dans W1, s'annulant à l'origine. On désigne par H le sous espace

Cameron-Martin de X tel que h e H soit dt p.p. derivable et

(h\h)H= [  \\h(t)\\2dt< 00,
Jo

pax Ho le dual topologique de A qui s'identifie à l'espace:

Ho = {« € X\h¡ est une mesure sur [0, 1]} .

Soit p la mesure de Wiener sur A.
On note par V (resp. ZZC) l'opérateur de gradient (resp. Ornstein-Uhlenbeck)

sur A, l'espace de Sobolev W2pr est l'ensemble des fonctions telles que:

\\<PK,2r =   [ \<t>\" dp + £  / ||V>|&     dp < +00
J 1=1 J

ou

\\<f>\\PK = J \4>\" dp + j \^r<p\" dp <+OC.

On note W^W1) l'intersection de tous les espaces de Sobolev sur A à valeurs

dans M.d. Une fonction cp de W^0(Rrf) est non dégénérée si:

detcp(x) = dettWlv^')//)1/2 > 0   //-p.p. et [detcp]-1 e ^«(R).

Dans ce cas, la mesure image <p*p est absolument continue par rapport à la

mesure de Lebesgue dZ\ sur Rd , on a cp*p = k(ZZ) dZ,, avec k e W°°(Rd).

D'après [MA2], la (p, recapacité d'un ensemble ouvert O de A est définie

par:

CPtr(0) = inf{||u||n/p ; u > 0,  u > 1 /¿-p.p. sur O};

pour un ensemble quelconque A c A :

Cp,r(A) = inf{Cp,r(0)\0 ouvert D A}.
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L'ensemble A est mince si Cp>r(A) = 0 pour tour p, r. Une fonction cp de

Woo(Rd) peut être redéfinie en dehors d'un ensemble mince, et cette redéfinition

cj>* est unique à un ensemble mince près.

Soit cf) e W00(Rd) non dégénérée, d'après [A-M], il existe une mesure d'aire

ßfoo-d sur ^   (Q ( ne chargeant aucun ensemble mince, telle que:

Mi)-/     ****Jé~'<R-l(i) [detcp]* (x)

IL Redéfinition de Ren

Dans un travail récent de [RE], Ren établit un théorème limite quasi-sûr

de l'équation différentielle stochastique (0.1) par l'approximation de Stroock-

Varadhan [S-V]:

(2.0) dtfix) = dt, tf(x) = tZo,5>,(#(x))*¿(í)
.í=i

où xp(t) = (x(tp-) - x(tp))/p si te[tp, t;], avec tp = [t/p] et t+ = tp + p.

2.1. Notons iP = {x e A|lim/,_>0£i(-x:) existe uniformément en / e [0, 1]},

alors d'après [RE], Xo D H et le complémentaire de Xo dans A est un ensemble

mince. On notera cpt(x) la redéfinition ainsi obtenue.

Soit H2 c Hq un sous espace de dimension finie, d = dim H2, soit ex, ..., e¿

une base orthonormée de H2, c'est-à-dire:

«1   m

(2.2) /   J2èk(t)è-k(t)dt = ôij    (le symbole de Kronenker).

On suppose de plus que t —> e¡(t) (i = 1, ... , d) sont des fonctions W°° .

Une fois ex, ... ,e¿ choisies, H2 est isométrique à Rd munie de la norme

euclidienne.
Soit 0 < e < 1, h e H2, on considère l'équation différentielle stochastique:

m m

dïetn(t) = Y,£MÇe,h)°dxl(t) + J2Mte,h)hi(t)dt,
i=\ ¡=1

&,a(0)=&>,

et sa régularisation de Stroock-Varadhan:

(2.3)

<*w=E^'Ow+Mç.k)tyt)] dt,
\¿A) i=\

Théorème 2.1. Soit R>0, il existe un ensemble ZrCX dont le complémentaire

est mince dans X tel que pour tout x e I.r, ÇE h(t, x)   (p -* 0) converge

uniformément vers è,E h(t, x) en (t, s) e [0, 1] x [0, 1], et en he BHl(0, R) =

{heH2\\\h\\H<R}.'

Le démonstration de ce résultat repose sur la version de Ren du théorème de
Kolmogoroff pour la convergence quasi-sûre [RE, p. 192] et des lemmes suivants.
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Lemme 2.2.

(2.5) E(\^h(t)-Z^h(t)\2p)<C\e-e'\2"   si h e BHl(0, R).

Démonstration. On a:

[ r'
#,*('.*)-#,*('.*)=£/ eAiiZ^isn-e'Aiii'^ismxWds

i=\  <-Jo

m      .t

+ £/ {Milh)-Ai(^lh)]h'p(s)ds
i J 01=1

/1 + /2

On a:

m     rt

|/2|<£/  \[Ai(^h)-A,(Z^ h)]\\h'p(s)\ds

m .t

<£c/ Kkis)-%,kis)\\'\Kis)\ds-
i=\      J°

Rappelons que hx(s) = (h'(s) - h'(sp))/p, et \s - sp\ < p . En posant:

m

N(h)= sup £|À''(0I,
o<'<i/=,

on a:

£IWI^£t;/ I«'(0I^<a(«).
-•      . :      .     P   JS„
1=1 1 = 1     ̂    ■'^

Il est clair que A(«) est une norme sur H2 , elle est donc équivalente à \\h\\n ,

autrement dit, il existe C > 0 telle que:

(1/C)||«||//<A(«)<C||«||//,       heH2.

On a donc:

\h\<C\\h\\„ [' UPEh(s)-ZpE, h(s)\\ds
Jo

E(\I2\2*) < (CR)2» f E(\\Zph(s)-Zp, h(s)\\2p)ds.
Jo

L'estimation de Ix  est plus délicate, on va suivre des idées de Moulinier

[MO]:

d'où:

m     ei

/1 = £ / elAii^-Aii^^x^ds
1=1 Jo

m -t

+ Y,(e-e')      Ai(^lh)xip(s)ds
,_i ■'o1=1

= /ll+/l2
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On a:

ln = (e-e')jr\ f M% h(sp))xf(s)ds

+ ['[AM' h(s))-Ai(% k(sp))\xP(s)ds
Jo

= (e-e')[/i2i+/i22]-

Le terme /i2i = YlT=\ fo^'i^e' a)-*/>(5)^5 est une martingale, d'après l'inégalité

de Burkholder-Davis:

(2.6) E(\IX2X\2") < C Í'e(\\Aí(Zp h(Sp))\\2r ds < C,.
Jo

On a:

./o
|/122|<C/    \\Ç  h(s)-ZP  h(sp)\\\x>p(s)\ds,

0
(2.7)

jo

(2.8) E(\xp\2o)<Cp-o,

(2.9) £
i=i

x'p(s)e' f' Ai(Zp, h(u))du + hp(s) [SAi(Zp^(u))du
Js„ Js„

(2.10) sup \hP\ < [ \hP(t)\ dt < N(h) < C\\h\\H.
0<t<\ Jo

Compte tenu de (2.7)-(2.10), on a E(\IX22\2p) < C. En le combinant avec
(2.6), on obtient:

(2.11) £(|/i2|2p)<C|e-e'|2p.

Quant au terme Ix x, on suit les méthodes de [MO] en faisant quelques mod-

ifications mineures et on obtient:

E(\Ixx\2n<C^\e-sfp + ^E(\\Z^h(sp)-Z^h(Sp)\\2ndsy

Finalement:

^(IKft*W-í;,*(0ll*)<c||e-e'|* + jíí£(|K;>A(í)-<¡;jik(4)|p)</5

+ ^E(\\Z^h(Sp)-^h(sp)\\2")dsY

On en déduit que

(2.12) E(\\^h(t)-Z^h(t)\\2n<C\e-8'\2".

Lemme 2.3. On a:

*(lltf.*(0 - «M ' «Il2p) < C\\h - «'1$    si h,h'e BHl(0,R).
Démonstration. Méthode analogue.

En utilisant les Lemmes 2.2, 2.3 et [MO], on obtient:
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Lemme 2.4. Pour tout p > 10, R> 0, il existe C > 0, telle que:

(2.13)      *<Kf.*w-<i.*(Oii*)
< C{\t - t'\p + \p- p'\P/X0 + ||« - h'\\% + \e- e'\2"}

pour tout p, p', e, e' e [0, 1], h, h' e BH2(0, R).

Démonstration du Théorème 2.1. D'après [RE], on a:

sup E
0<p<l

sup {i^wi' + i-^wn
{t,e,h)€K

< +0O

où A = [0, l]x[0, l]xBHl(0,R).
Pour « > 2r, fie W^ , p > 1, il existe une constante C(n, p, r) telle que:

2r

\\fin\\P,2r<C(n,p,r).^Yl^\f\{n'a){2r+i)P^/{2r+i)!'
a=l   Va

x E(\\Vf\\f2r+l)p)x«2r+x» ■ ■ ■E(\\V2rf\$f2r+X)p)xl{2r+X)p

où va e N2r vérifient les relations suivantes:

u? + ■ ■ ■ + v%r = a,     vf + 2v% + ..- + 2rv%r = 2r.

Donc, d'après le Lemme 2.4, pour n pair assez grand:

\\MÏ,nit)-ZÎ,n>it')Wn\\P,2r

< C(\p - p'\i+d+a + \t- t'\3+d+a + \e- e'\3+d+a + ||/z - h'\\3+d+a)

avec a > 0.   D

Remarque. On a le même résultat pour les dérivées d'ordre supérieur en ¿¡o.

Corollaire 2.5. // existe un ensemble Xr dont le complémentaire dans X est un

ensemble mince, Zr p H tel que

(1) eZR + BH2(0,R)clP, _

(2) itiex + h)=Ze,hit,x)sixeZR, (t, e) e [0, l]2, heBHl(0,R),
même résultat pour des dérivées d'ordre supérieurs en ¿¡o ■

Démonstration. Soit p > 0, Z\PE h(t, x) et Çp(ex+h) vérifient la même équation

différentielle ordinaire:

m

dut = £Mi(wz)*J, (0 + Ai(ut)hP(t)] dt,        u0 = Ço-
i=i

Donc, ip h(t, x) = Ç?(ex + h). D'après le Théorème 2.1, il existe X/? dont

le complémentaire dans A est mince, XÄ D H tel que, pour tout x e ~Lr ,

C hi(> *) converge uniformément en t e [0, 1], pour tout e e [0, 1], he

Bfj2(0, R), autrement dit, lim^oíf (ex + h) = Zt(ex + h) uniformément en

t e[0, 1], donc ex + h e Xo . On obtient en même temps (1) et (2).

Notons désormais: Ç"(x) = Ç2~"ix), cp„(x) = Ç"(x), cp(x) = cpx(x),

9e(x)=ÇE,o(Ux)   et   Z?ix) = dt?ix)/dio,    Zt(x) = dcpt(x)/dclo.
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Proposition 2.6. Pour tout x e XR) V(pn(ex + h) converge uniformément vers

Vtp(ex + h) en ee[0, l], heBH2(0,R).

Démonstration. Soient m, n > 1, posons /„,_„ = V<pm - V(pn , on a:

[Ím,n(x)T(t) =   f Zxm(x)(ZZn)-X(x)Aa(ZT(x))ds
Jo

(2.14)

- [Z?(x)iZ?)-\x)Aa(%(x))ds.
Jo

D'après le Théorème 2.1, soit n > 0, il existe «o > 1 tel que pour tout m, « >

«o, ait:

\\Zxm(ex + h)(Zsm)~x(ex + h)Aa(Z^(ex + «))

- Zx"(ex + h)iZ?)-liex + h)Aa(Zns(ex + h))\\ < n

pour tout s G [0, 1], e e [0, 1], he BHl(0, R). Donc on a, en vertu de

\\lm,n(ex + h)\\2Hmd <n

on en déduit la Proposition 2.5.

Dans ce qui suit, on va utiliser la méthode d'Egoroff pour passer de la con-

vergence simple à la convergence uniforme.

Proposition 2.7. Soit G un espace hilbertien separable, fiZ,'h une suite de fonc-

tions continues de X dans G, dépendant de deux paramètres (e, h) e [0, 1] x

Bh2(0, R). Supposons:

(1) f^'h e WX(X, G),

(2) pour tout x e Lr, fin'h(x) converge uniformément en e e [0, 1], he

Bh2(0,R).
Alors, pour tout S > 0, il existe un ouvert O c X tel que

(3) Cp,r(0)<ô, _
(4) fn'hix) converge uniformément en e e [0, 1], he BH2 (0, R), x e 0e.

Démonstration. Soit S > 0, l, k eW , posons

S(l,k)=   f|  {x e X\ \\fiï'h(x)-f£l'h(x)\\ < l/k, Ve G [0, 1], h e BHl(0, R)},
m,n>l

So = {x e X\f*'h(x) ne converge pas uniformément en e e [0, 1],

heB„2(0,R)}

Fax l'hypothèse (2), V/c € N*,

S0cc[JS(/^)>       Sco = lR,

t

on a donc:

CP,r (f]Sc(l,k)) < Cp,r(S0) = Cp,r(ZcR) = 0;

Sc(l, k) étant un ouvert de A, on obtient

Cp,r(Sc(lk , k)) < ô/2k   pour un certain 4 .
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Posons O = Ufc>i Sc(lk ,k).On a:

CPAO)<YJCpAScdk,k))<Y,2-kô = ô.
k>\ k>\

D'autre part, on voit facilement que fâ'h converge uniformément en e 6

[0, 1], « € BHl(0, R), x e 0e ; la démonstration de la proposition est achevée.

D

Remarque. (1) £,(«) vérifie l'équation différentielle ordinaire suivante:

m

dUh) = £ AiiZmmt) dt,       Zo(h) = Zo,
1=1

et Z\?(h), V£"(«), ... , V¿;"(«) converge uniformément sur tout borné de H.

(2) Notant V(0, p) = {x e X\ ||jc||oo < p}, on a lim,^«, Cp,r(Vc(0, p)) =

0.
En résumant les résultats précédents, on obtient:

Théorème 2.8. Pour tout R>0, posons BH(0, R) = {« e H\ \\h\\H > R}, alors
il existe une suite d'ouverts O«,/?,«' c A décroissants en n, R, croissant en

R', et une suite de nombres p„ > 0 tels que

(1) BH(0,R)cŒnRR,cV(0,pn);

(2) limn-,00 C„tn(0„,RtR>) = 0, pour tout R, R' fixés;

(3) 4>m(ex + h), ... , V(pm(ex + h) converge uniformément lorsque m —> oo

sur [0, l]xBH2(0,R>)x&n RRI.

Corollaire 2.9. Posons Gcn R R, = U£e[o,i]e0£,*,*' et Ofn R Rl = Gcn R Rl +

BH2(0,R'); alors:

(!) Qti r R' • ^n r R' sont des fermés de X ;

(2) Gcn R R, est étoile à O;

(3) <pm, ... , V<j>m converge uniformément sur QcnRR,-

Démonstration. (1) Soit Xk e Gcn R R, tel que limk-^ooXk = x, il existe ek e

[0, 1], x'k e 0°n R R, tels que x¿ = ekx'k . Il existe une sous suite kp telle que

lim;)_00e^ = e avec e € [0, 1], si e = 0, d'après (1) du théorème précédent,

limp_>00 £kpx'k = 0, on a lim^oo x^ = 0, donc x = 0 e O^ R R,. Si e > 0,

limp^ooX^ = limp^ooXkJek,, e Œn R R,, donc x e eC£ R Rl c Gcn R.R, pax

conséquent Gcn R.R, est fermé dans A. BH2(0,R') étant compact, il en résulte

que Qcn R Rl est fermé. (2) et (3) se voit par la construction.   D

III. Estimation du noyau de la chaleur

On suppose désormais que les champs de vecteurs Ax, ... , Am satisfont aux

conditions fortes de Hörmander:

(H.l) A\, ... , Am et leurs crochets de Lie de tout ordre en Zo engendrent

R*.
Dans ce cas, la solution Z,t de l'équation (0.1) est non dégénérée, on note

Pt(Ço, Í) h densité de (Zt)*P par rapport à la mesure de Lebesgue dZ; sur Rd

et p(e, ¿¡o, ¿;) la densité de (cpE)*p relative à dZ,, on a la relation: pEi(Zo > £) =

P(e ,&,£)•
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D'après [A-M]:

d& oo—d

(3.1) Pie,Zo,Z)= f

Soient £o ¥" £ > notons:

K¡o = {heH\cp(h)=Z}   et   d(Zo,Z) = mf{\\h\\H\heK¡o}.

On supposera que la condition de Bismut est satisfaite:

(H.2) // existe un seul ho e KÎ  tel que ||«o||# = d(Zo, £) et C/¡0 (la matrice

de covariance de Malliavin déterministe) inversible où:

m      »i

(3.2) iChn,n) = Y.      (Zx(h)Zr\h)Ai(Zt(h)), n)2dt,        n e Rd .
,=i Jo

Décomposition de l'espace de Wiener. Sous l'hypothèse (H.2), t -> «0(i) est
une fonction %"x de t. Posons:

(3.3) èf(t) = [Zx(ho)Zz\ho)Aa(Zt(ho))]',        i=l,...,d.

Alors les fonctions / -> èf(t) (i = l, ... , d) sont des fonctions de ^°° de t.

Notons:

(3.4) H2 = vect{ei, ... ,e¿¡}   l'espace vectoriel engendré par ex, ... ,ed.

H2 est alors un sous espace de H0 de dimension d, car ((e¡\ej)ü) = Q0 est

inversible. D'après [BL], il existe q eRd tel que:

d

(3.5) Âg(o = £w?f(0.
1=1

Donc «o € H2.  Soit Ph2 la projection orthogonale de H sur H2.  Notons

Hx =P~X(0), c'est-à-dire:

(3.6) Hx = L e H\J2 J' Zx(h0)Zrl(ho)Ai(Zt(ho))v'(t)dt = o\ .

On a: H = Hx © H2.
Soit Y la fermeture de Hx dans A, alors:

(3.7) Y = {xeX\(e¡,x) = 0,  i=l,...,d}

et X = Y®H2, le couple (Y, Hx) est un espace de Wiener abstrait. Soit py la

mesure de Wiener sur Y, on a: p = Py®Ph2 , où p¡j2 est la mesure gaussienne

canonique sur H2.

Notons Hy la projection de A sur Y, Y1H2 la projection de X sur H2.

Posons:

QlRyR, = nY(Gn,R,R,niï-Hl(BH2(0,R'))),

nlR,R, =nY(Qn,R,R, nn-l(BH2(o, r'))).

Proposition 3.1. Notons Qln'cR R, le complémentaire de Qxn R R, dans Y, soit

y e ßi'^.Ä' alors: ey e ß2,'^^/ pour tout e G [0, 1].

Démonstration. Soit y G &l,'R R,, on a alors: (y, z) e Gcn R R, pour tout

z G Bh2(0,/?'), en particulier (y, 0) G Gcn R Rl. D'après le Corollaire 2.9: pour
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tout e g [0, 1], (ey,0) e Gcn R R, et (ey, z) e Qc„iR,R, si z e BH2(0,R'),

pax conséquent: ey G Q2 'CR R,.   D

Estimation de terme résiduel.   Soit ô > 0, soit G¿ e WC°°(H2, R) telle que:

Gs(z) = \ l   ^^B^iho,S/2),     0<~
^ 0   sizïBHl(ho,ô), -   ô~

Notons Gô(x) = G¿(Uh2(x)) , et G$,£ = G¿(ex), il est clair que:

(3.8) GÔEeW00(R)   et    sup£(||V*G,,e|H <+co.
E<1

Proposition 3.2. Soit ô > 0, il existe c > 0 telle que:

Démonstration. Soit 6 e WC°°(R, R) telle que 0 < 0(t) < 1 et

w     1 0   si \t\ > 1.

On a, pour tout u > 0 :

= (ôç(ç>e),(i-Gs,e)e(^^)}

où <5{ est la mesure de Dirac au point Z ■ (Voir [A-M, WAi].)

En utilisant l'intégration par partie comme [WA2], il vient:

=   Y,    I Fk(e,x)e^(^fi-\Cj(cpE)Qa(x)dp(x)
a,k,l,jJ V '

où la sommation est de termes finis, F(e, x) est un polynôme en cpE(x), des

dérivés de cpE(x), yE(x) = o~x(x) (oE étant la matrice de covariance de Malli-

avin de cpE) ; C¡ sont des fonctions bornées sur K*', Qo est un polynôme en

1 - GS¡E avec ßo(0) = 0, Qa(GE) (a > 1) est un polynôme en dérivées de

Gs,e avec Qa(0) = 0. D'après [K-S]: il existe «0 > 0, tel que, pour tout p > 1,

on ait:

Eddetrj-'n <ce-"°

donc il existe N > 0 tel que

E(\Fk(e,x)\nl/p = 0(e-N).

Compte tenu de (3.8), on en déduit:

/,-,,«" - G'.«>^ * «'-"» iY * * (T • é) " «* - 4I £ ">) "'

où 1/7?+ 1/<? = 1.
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Donc:

hm2e2log/      (l-GSit
JaT1 ta)

>-d

< i lim2e2 log// (y x B'Hl (^, ¿) n {\cpE - {| < u}

Remarquons que q > 1 peut être choisi arbitraiement, on a ainsi:

"oo-d

lim.„n2e2 log /      (1-Gse)
e^°      4-'(i) det^

< ÏÏm2e2log/z (y x Zfc2 (y, ¿) n {\<pE-Z\ < «})

< -inf {pH2,!« G 7 x /^ («o, 0 n {\cp -Z\ < w}} .

Ici, on a utilisé la théorie de grandes déviations pour la diffusion de [AZi] ou

[ST].
On a, pour certain u > 0,

(3.10) inf{||«||i|/z G T x BcHl(h0, Ô/2) n {\cp - Z\ < u}} > \\h0\\2H.

En effet, si (3.10) était faux pour tout u > 0, en prenant u = 1 /« , il existerait

h„ e Y x BcHi(h0,ô/2), \tp(hn)-Z\ < 1/« tels que \\h„\\H < INI#, donc il
existerait une sous suite notée encore h„ qui converge faiblement vers «', on

a ||«„ - ft'Hoo -» 0, donc «' G Y x BcHi(ho, S/2). D'autre part:

\cp(h')-Z\= Um \cp(hn)-Z\< lim 1 = 0,
n—»oo n—»oo n

ce qui implique que h' e KÍ . D'après l'hypothèse (H.2), on a «0 = «', ce qui

est en contradiction avec h' eY x BCH (ho, Ô/2).

D'après (3.10), il existe c > 0 tel que

infiPol&l« g T x BcH2(h0, à/2) n {\cp -É| < u}} > \\ho\\2H + c.

On obtient donc le résultat.   D

Soit y G Qln'RR,, d'après le Lemme 3.1, pour tout a e [0, 1], zeBH2(0, R').

On a:  (ay, z) e Qcn R R,. Posons:

JE(a,z,y)= / (\ZZx(eay,z)-ZZx(z)\2 + \ft(eay,z)-cpt(z)\2
Jo

+ \Zx(eay, z) - Zx(z)\2 + \dzZfx(£ay, z) - d2Zz\z)\2

+ \dzZx(eay,z)-dzZx(z)\2)di

et

h,r(y)= I   [ [\JE(a,z,y)\k+\daJE(a,z,y)\k+\dzJE(a,z,y)\k]dadz.
J0   JB„2(ho,r)

D'après un lemme de Sobolev, il existe une constante a > 0 telle que:

(3.11) sup       sup      JE(a, z,y) <a/£,r(y)
0<a<l z£BH2{h0,r)

pour un certain k > d + 1.
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Soit p > 0, soit Kp G WC°C(R, R), 0 < Kp(t) < 1 telle que:

M    sit<p/2a,

Kp[t)-\0   si t>p/a.

Notons Fp!E:r(y) = Kp(IE,r(y)) et FPiE,r(x) = Fp:E>r(YlY(x)).

Lemme 3.3. (i) Gs EFP E r e W^R);

(ii) supE^xE(\\Vm(Gs'EFp>E<r)\\p0mH) < +00.

Démonstration. On a:

G,5,£$!>,(ay, z) = Gs,EZ,a,z-aKH2(x)(l, x)   p-p.p,

d'après le Lemme 2.3 de [O-P], on voit que x -* Za,z-anH (x)(t, x) est un

J 13.

élément de W/00(]Rd), par suite Gg,Ecpt(ay, z) e Woc(Rd). De même pour

Z7~x(ay, z). (i) se voit donc par leurs définitions; (ii) résulte de l'estimation:

sup sup E(suv\\dg2d¿Z;e,z(t)\A<Cm,ml<+oo.   O
«<1 l|z|l<*'       V<1 /

Proposition 3.4. // existe une constante c > 0 telle que:

(3.12)

,.-«):1 " Fp'e'r )Gô'£-^pV = ° (exp -2T2^» + c))     (e - 0) •

Démonstration. D'après le Lemme 3.3 et les démarches de la démonstration de

la Proposition 3.2, (3.12) sera établi dès qu'on aura démontré le résultat suivant

dont la démonstration sera remise en appendice.

Lemme 3.5. Pour tout p > 0 et o > 0 :

hm2e2Log/x(({/£,r(y) > p} x £~xBHl(h0, ô)) n {\tp(ex) -f| < a})
(3.13)      £^°

< -infill«^ \cp(h)-Z\ <<r,  h,r(PH,(h)) > p}.

D'après les Propositions 3.2 et 3.4, la contribution principale à p(e, £o, £)

provient de ¡tf-,{^Fp^^G&^d^Z00-d/det^E.

Estimation du terme principal. Désignons par <ZZ(Bn2 (0, R')) l'espace des fonc-
tions indéfiniment dérivables sur Bh2(0, R'), munie de la topologie Fréchet

usuelle de la convergence uniforme sur tout compact de BH2(0, R'). D'après

"le splitting lemma" de [MA2], l'ensemble EXR R, = f]n^n,R,R'-' ~2r,r' =

On ^n r r1 sont des ensembles minces de Y . Pour tout y e£l2'R R,, définis-

sons la fonction partielle cpy(z): Bn2(0, R') —> Rd pax cpy(z) = cp(y, z), qui

définit une application: Q2'^ R, -* W(BH2((), R'/2)), y —> tpy continue.

D'après la construction de FPtS,n il existe p > 0 assez petit tel que pour

tout y £ F~xe r({0}), cpEy définisse un difféomorphisme de la boule 5#2(«o, p)

sur un voisinage ouvert de Z, notons pE(y)(') l'application inverse de cpEy :

<p(ey, Pe(y)(t])) = «   sur un voisinage de Z ■

Soit r > 0 tel que:

{zeBH2(h0,r),tp(0,z) = Z;} = {ho},        /?'>2||«o||/i,  R > 2R'.
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Proposition 3.6. On a:

233

/ Fp,e,rGs
dßt*°°-d _ exp -d2(Zo , Z)/2e2

e deti9E (2?re2)¿/2

(3.14) X   /  Fp,e,riy) exp-^2(|A(y)(^)-/z0|2

+ 2(pE(y)(Z)-ho,ho)) JpE(y)(Z)dpY

où JpE(y) désigne le jacobien de pE(y).

Démonstration. On a:

/ Fp,e,rGg^
JvrUi)

dJT°°-d     ,. 1
= hm

>."'«) detcpE       a->0Yol(B(Z
-yry / FPtetrGs,el\9c-i\<adp(x)

= lim
<T-»0 vol(2?(<¡;

= lim

lt,o-))JFp'£'r iy)Gô,eiz)l\r.-e\<° dpY(y)dpHl(z)

x a„
a^o vol(B(Z, o))      °

où

aa=     FPtE¡r(y)GStE(z)ll^-i¡<adpY(y)dpH2(z)

(3.15) \ ,   . _   , ,2no2

= / FPtEtr(y)dpY(y) /   Gs(z)l^_il<a(ey,
Jy Jh2

,exp-|zr/2e2  .
z)—/~    -> Jn—dz.

h2 (2ns2)d/2

En faisant le changement de variable z = pE(y)(n) sur un voisinage de z g

ey

JPz(y)(Z)dpY(y)

ÏÏH2(ho, p) n ^({^}) dans (3.15), on obtient:

d'où (3.14).   D

Dans ce qui suit, on va supposer que les deux points Zo, £ sont non con-

jugués le long de l'unique géodésique «o reliant Zo et Z, ce qui se formule par

l'hypothèse suivante:

(H.3) «o est un minimum non dégénéré de l'application h —» ¿H«!!^ sur la

sous variété KÎ  de H.

Pour alléger les notations, on notera pE(y) à la place de pE(y)(Z), p'e(y) la

dérivée de pE(y) par rapport à e et FPyE à la place de FPtS,r ■
D'après (3.14), il suffit d'estimer le terme suivant: pour tout p > 1, il existe

p > 0, eo > 0 tels que:

(3.16) sup /-Fp,e(y)exp[4(flo,P£(y)-«o}l dpY(y)<+oo.

Pe(y) = h0+ / p[(y)dx
Jo

p'eiy) = -dH2l<P(£y ' Psiy)) • dMey, pe(y)) ■

Nous avons:

(3.17)

et

(3.18)



234 SHIZAN FANG

On voit clairement que dEtp(ey, pE(y))\£=o = (Vç>(«o), y) = 0, par suite:

dEcp(ey, pe(y)) =  / [d}cp(sy, ps(y)) + dsdHlcp(sy, ps(y))p's(y)] ds
Jo

= [\d2<p(sy,ps(y))]ds
Jo0

- / [dsdH2cp(

= /i(e,y) + /2(e,y).

Soit yt la solution de l'équation différentielle stochastique suivante:

(3.19)

avec

et

yt=  / dAi(tps(z))ns(z)dxi(s)+ / A0(cps(z))ds
Jo Jo

+      dAi(cps(z))yszisds+-j d2A¡(cps(z)) • ns(z) • ns(z)ds

^o = 2 £ diAkA'k
i,k

r,t(z)= í Zt(z)Zrx(z)Ai(cps(z))dxl(s).
Jo

Alors d2cp(ex + z)\e=0 = yx(x, z).

Lemme 3.7. Notons :

My)= /  d¿xtp(xy, p?(y))[Ix(x, y) - xyx(y, h0)]dx,

hiy) = í d¿x<p(xy, Pr(y))h(x ,y)dx.

Alors pour tout p > I, il existe p > 0, eo > 0 tels que.

(3.20) sup / /v,£(y)exp [-¿(«o, Ji(y))] dpY(y) < +oo,

(3.21) sup / F„>£(y)exp f-^(«o, J2(y))] dpY(y) < +oo.

Démonstration. Nous montrons ici (3.21), et (3.20) se démontre de la même

manière comme dans [WA2].

_ Nous avons: exp[-(p/e2)(h0, J2(y))] < exp(p/e2)|«0| \J2(y)\ ; pour y tel que

Fp,e(y) t¿ 0, on a: supT<£ \d^xcp(xy,px(y))\ < M, où M est une constante

indépendante de y . Donc il suffit de montrer:

(3.22) il existe p > 0, eo > 0 tels que: pour tout e < eo :

/ Fp,E(y)expp\dEdH2tp(ey, pE(y))\\dEcp(ey, pE(y))\dpY(y) <+oo.

Considérons la fonction N e W°°(Rd, R) telle que:

(*) N(Z) = |¿;| en dehors d'un voisinage compact de 0 et N(Ç) > \Ç\.
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Nous avons:

expp\dedH2tp(ey, pE(y))\ \dEtp(ey, pE(y))\

= expp\dedH2<p(ey,pE(y))\ \detp(sy, pE(y)) - (V<p(h0),y)\

< exppN(dEdH2tp(ey, pE(y))) • N(dEcp(ey, pE(y)) - (V<p(h0), y))

< \\exppN(dEdHlcp(ey, z)) ■ N(dEtp(ey, z) - (Vcp(hQ),y))\\z,P

où

\\f(z)\\z,p=      sup     |/(z)|,
zÇ.BHJh0, p)

Notons

(3.23)

b(y) = ( / [exppkN(dEdHlcp(ey, z))N(detp(ey, z) - (Vtp(ho), y»]
\JBH2(ho,p)

v   1/fc

x [1 + \dzN(dEdHlcp(ey, z)) • N(dEtp(ey, z) - (Vcp(h0), y))\k]dz J      .

Alors on a:

(3.24) expp\dEdH2(p(ey, pE(y))\\dEtp(ey, pE(y))\ < cb(y).

Donc:

/ ^,e(y)exp[p|ö£f3//2c?(ey, p£(y))| \dEcp(ey, pE(y))\]dpY(y)

<cj Fp,E(y)b(y)dpY(y) = cE(Fp,E(x)b(x)\UHl(x) = 0)

où FPtE(x) (resp. b(x)) est obtenu en substituant y par x dans la définition

de FPtt(y), voir (3.11) (resp. b(y), voir (3.23)).

<c\\Fp,E(x)b(x)\\wi.

Comme dans [WA2], on voit aisément que:

(3.25) Pour tout p > 1, il existe p > 0, eo > 0 tels que pour tout e < eo :

e(Fp,s(x)   / [expp\dEdztp(ex, z)\\dtcp(ex, z)-(V<p(ho),x)\]dz\
V JB„2(ho,r) J

< +00.

On en déduit avec le Lemme 4 de [DO, p. 191]:

(3.26) suplid E(x)b(x)\\w<i < +00   pour r > d, q > 1.

Donc:

\E(Fp,e(x)b(x)\nHl(x) = 0)| < Csup\\FPtE(x)b(x)\\w« < +00.
e<e0

On en déduit (3.22).   D
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Lemme 3.8. Sous l'hypothèse de non conjugaison (H.3), z/ existe p > 1, p > 0

tels que.

(3.27)

dpY < +00./ FPit(y)exp\~ I (ho,dHx<p(xy,px(y))-xyx(y,ho))dx

Démonstration. Sous l'hypothèse (H.3), on a (cf. [BL] ou [BE])

(3.28) / exp[-p(ho, dä2l9(ho)-yiiy, ho))d/ir<+00.

Pax la construction de FPtE, si Fp¡e(y) ^ 0, alors:

\\dH29(ey,Pe(y))-d„2cp(ho)\\<p.

Pour tout ß > 0 assez petit, il existe p > 0 tel que:

(3.29) ||c^>(ey,A(y))-^("o)ll </?•

Il est clair que pour tout q > 1, il existe ß > 0 assez petit tel que:

£(expjffî|yi(x, A0)|) <+oo

ou encore:

E(expßqN(yx(x, ho))) < +oo.

Donc:

E(exp[ßN(yx(x, h0))]\UH2(x) = 0) < C • ||exp[^A(7i(x, «0))] ||^ < +oo

ou encore:

(3.30) J exp[ßN(yx(x, ho))] dpY(y) < +oo.

D'après (3.29), on a:

(«o, d¿xtp(ay,pa(y)).yx(y, h0)) < («o, 3¿>(Ao) -yi(Ao)> + ß\h0\N(yx(x, ho)).

On établit donc le lemme avec (3.28) et (3.30).   D

Développement asymptotique.

Théorème. Sous les hypothèses (HA), (H.2), et (H.3), pour tout entier « > 0,

on a, lorsque e —► 0 :

mW'Ç;      (v/2^)^[det9>(«o)] Va 7

avec

co = / exp--(«o,j9(y))í//iy(y)   oùp(» = ö2p£(y)|£=0.

Démonstration. Remarquons d'abord:

h\m JpEy(Z) = Jpo(Z) = HetWM^) = [detrt(Äo) '

et c\2p£(y)|£=o = d¡jx<p(ho) • 7i(/zo) • Dans (3.14), en faisant le développement

limité sous le signe / et en procédant comme [BL, pp. 167-173], on obtient

le résultat, le développement asymptotique sous le signe / est contrôlé par les

Lemmes 3.7 et 3.8.
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IV. Appendice

L'objet de cette section est de démontrer le Lemme 3.5 admis:

Lemme 3.5. Pour tout p > 0, o > 0 :

ÏÏm 2e2 Logp(({IE(y) > p} x S-xBH2(h0, S)) n {\cp(ex) -Ç\< o})
e—»0

< -inf{||A|ß| !*>(*) -í| <o, Ix(PHx(h)) > p}.

La démonstration de ce résultat se base sur le théorie moderne de grande

déviation pour les diffusions établie dans [AZi] out [ST]. Dans ce qui suit, nous

adoptons le schéma de [ST].
Soit cpEj(a, z) la solution de l'équation différentielle stochastique suivante:

d<plt(a, z) = eoiAi(cpnEU(a z)) dx¡ + e2a2A0(tpnEj(a, z)) dt + Ai(cpnEt(a, z)) dzl,

<Ploia>z)=Ço>

avec t„ = [nt]/n .

Lemme 4.1. Soit p > 0, alors:

(4.1) lim  lime2 p(x e X\\\cp" ,(a, z) - cpt(asx + z)\\t oo> p) =-oo
n—»+O0 £—»0 '

uniformément en (a, z) e [0, 1] x BHl(0, R"). (4.1) est aussi valable pour

les dérivées dktp" ¡(a, z)\dZo > °" Il ' II' oo désigne la norme uniforme en t sur

[0,1].
Démonstration. Voir [ST, Lemmes 4.7, 4.8, et 4.12].

Lemme 4.2. Soit p>0, on a:

lim  lime2p ( x e X\   sup   \\cp" t(a, z) - cpt(asx + z)||. ^ > p ] = -oo,
n_+oo£^0 y (a,z)(EK ' J

de même pour les dérivées de cp" ¡(a, z), <pt(aex + z) par rapport à Zo € Rd où

K = [0,l]xBH2(0,R").

Démonstration. Soit p > 0 fixé, pour tout L > 0, il existe nL > 0 tel que pour

tout « > «x , on ait:

(4.2) ïïme2/i(x G A| \\<p? t(a, z) - cpt(aex + z)||,>00 > p/2) < -L

il existe e¿ > 0 tel que pour tout e < sL :

(4.3) p(x G A| \Wlt(a, z) - tpt(aex + z)\\tt00 > p/2) < e^*1.

Soit / > 0, il existe m = C • [l/l]d+x points (a¡, z¡) de K tels que:

m

(4.4) K c\J B((ai,Zi),l).
i=l

Notons:

/„(x) = sup   sup   \\dadzg>" t(a, z)||i>00,
e<l (a,z)£K

f(x) = sup   sup   \\dadztpt(aex + z)||(i00 .
£<1 (a,z)eK
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Il est facile de voir que:

(4.5) supE(fn) <C<+oo.
n

On a:

\\fl,ia,z) -cplt(a', z')|koo

< /   \\dadzcpnEt(ua + (l-u)a',uz + (l-u)z')\\toodu(\a-a'\ + \z-z'\
Jo

<fn(x)(\a-a'\ + \z-z'\).

Soit (a, z) G K, il existe i tel que |a - q,| + \z - z,| < /, on a:

\\<pE,t(ai, z,)-i3,(a,ex + z,)||/,oo > \\<Pt(aex + z) - cpnEt(a, z)\\tt<30

- \\<pl,(ai, z¡) - cpnEt(a, z) + cpt(aex + z) - cpt(aiEx + z¡)\\t<00

> \\<pt(aex + z) - <pl,(a, z)\\t<00 - (f„(x) + f(x)) -l.

On en déduit:

sup    ||^(a,ex + Zj) - g>Ej(a¡, Zi)\\tí00
.     ,. i=l ,...,m

>   sup   \\cpt(aex + z) - cpne t(a, z)\\t¡00 - (fn(x) +fi(x)) • l.
(a,z)eK

Pax suite:

\   sup   \\<pt(a&x + z) - cpnE t(cx, z)||f)00 > p\
[(c,z)€K J

m

(4'7) c [J [WvAacx + z,) - <>,, l,)|,,„ > |}

"5*i}U{'*4}-
D'après (4.3) et (4.5):

j" ( <    sup   ||ç>i(aex + z)-ç»£";(a, z)||t>00 > p\ )
\[(a,z)€K ))

< me-1''1 + C-l/p< Crd~xe-L'e2 + Cl/p.

En prenant / = e~Ll2^d+x^2, on obtient:

" tlssup   \\cp,(aex + z) - cpnE t(a, z)||tj0O > p >    < C • e L/e .
z)ex j y

On en déduit donc le Lemme 4.2.

Lemme 4.3. Soit p > 0, on a:

lim lime2Log/í ( < sup     sup     \\cp" t(a, z)(y) - cpt(aey + z)||,i00 > p }
"^+o0£^° \la<lr6Ä*2(Ao,r) ' J

x e~xBn2(ho, S) ] = -co.
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Démonstration. On choisit ô , r, R" tels que ||«0|| + ô + r < R" , alors:

Isup     sup     \\cpnEt(a,z)(y)-cpt(a.£y + z)\\t,00>p\xexBH2(ho,ô)
a<\ z€B„(ho,r)

C{   sup   ||i9£"((a, z)-<pt(aex + z)\\t,oc > p) .
,z)£K

Compte tenu du Lemme 4.2, on obtient donc le résultat.   D

Démonstration du Lemme 3.5. Notons:

Gns(y) = sup     sup    [\\tpEtt(a, z)(y) - cpt(aey + z)\\t¡ao
q<1 z€BH2(h0,r)

+ \\ZÎt\cx,z)(y)-Zrx(aey + z)\\t,oc

+ \\Z?J(a,z)(y)-Zt(aey + z)\\t,oc

+ \\dzZ»>t(a,z)(y)-dzZt(aey + z)\\tt00].

Alors:

({/£ > p} x e~xBH2(ho, ô)) n {\cp(ex) -Ç\<a}

c ({/£ > p, G"s < n} x e-xBH2(h0,S)) n {\cp(ex)-Z\ < a}

(4.8) u({G"E>n}xe-xBH2(h0,S))

C ({I?(TlY(x)) >p-n}n {\cp"x(ex) -Z\<o + n}

U({GnE>n}xE~xBH2(ho,ô)).

Où /" est obtenu de IE en remplaçant cpt par cp%t(a, z) ainsi que leurs

dérivées, cp\(ex) = cp^ ,(1,0). On voit que x -» I?(tiY(x)), x -> <p"(x) sont

des fonctions continues sur A, en appliquant le principe de grande déviation:

lim2e2Log//({/£"(ny(x)) > p - n,  \tpx(ex) -f| < a + n})
£-»0

= -inf{\\h\\2H\I?(PH¡(h))>p-n, \<p1(h)-Z\<o + r¡}.

D'âpres le Lemme 4.3 et (4.8), il existe «o > 0 tel que pour tout « > «o

lim2e2Lo%p({IE>p} x e_1ß//2(«0, S) n {\tp(ex) -£| < o})
£-»o

<-inf{\\h\\2H\In(P„,(h))>p-n,\cp1(h)-Z\<o + n}.

Posons

Wn=    f|   {I»(PH](h))>p-n,  \<p>>(h)-t\<o + ri},
no<m<n

et cn = infill«!!^!« g Wn} , co = infíj«!!2,!« G n„>„0 Wn}, alors on a:

c0 = sup cn
n>n0

D'autre part:

fl Wn c {Ix(PH,(h)) > p - n,  \(p(h)-Z\<o + n}.
n>n0
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Il en résulte que:

ÏÏm2e2Log/i(({/£>/>} x e~xBH2(ho, ô)) n {\<p(ex) -£| < o})
£—»0

< -infillÄllirl/i^iÄ)) >P~r\, \cp(h)-Z\ <o + n},

pour tout n > 0 assez petit. D'où le Lemme 3.5.   D
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