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CALCUL DU SPECTRE D'UNE NILVARIÉTÉ DE RANG DEUX
ET APPLICATIONS

HUBERT PESCE

Résumé. On calcule, en utilisant la théorie des orbites de Kirillov, le spectre

d'une nilvariété compacte de rang deux. Puis on utilise ce calcul pour étudier

et caractériser les déformations isospectrales de ces variétés.

0. Introduction

Soient {M, g) une variété riemannienne compacte et À l'opérateur de
Laplace-Beltrami agissant sur C°°{M) [2]. Cet opérateur possède un spectre

discret Spec(A/, g). Il y a peu de variétés riemanniennes dont le spectre est

connu de manière explicite (tores plats, bouteilles de Klein plates, sphères mu-

nies de leur métrique standard à courbure constante, espaces projectifs [2]).

Dans [7], Gordon et Wilson ont calculé le spectre d'une variété d'Heisenberg

{i.e., une variété du type {T\H„, m) où Hn est le groupe d'Heisenberg de

dimension 2« + 1, T un sous-groupe discret cocompact de Hn et m une

métrique qui se relève en une métrique invariante à gauche sur Hn). L'idée
utilisée est que le Laplacien d'une telle variété s'exprime en fonction de la

représentation quasi-régulière de Hn dans L},{r\Hn) et que les représentations

unitaires irréductibles de H„ sont classifiées [17, p. 70].

Le but des deux premières parties de cet article est de calculer le spectre d'une

variété du type (T\G, m) où G est un groupe de Lie simplement connexe nilpo-

tent de rang deux {i.e., le groupe dérivé est inclus dans le centre), F un sous-
groupe discret cocompact de G et m une métrique qui se relève en une métrique

invariante à gauche sur G {i.e. (r\c7,m) est une nilvariété compacte de rang
deux).

Dans la première partie, on rappelle le principe de la théorie de Kirillov,

théorie dont le but est de décrire les représentations unitaires irréductibles d'un
groupe de Lie nilpotent simplement connexe (Proposition 1.2).

Dans la deuxième partie, on utilise la théorie de Kirillov pour obtenir, dans

le cas où G est nilpotent de rang deux, des formules "explicites" pour les

représentations unitaires irréductibles de G et on en déduit le spectre d'une

nilvariété compacte de rang deux (Proposition II. 1). Un point important pour
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ce calcul est de savoir quelles représentations irréductibles apparaissent dans la

représentation quasi-régulière de G dans L¿(r\t7). Ces représentations sont

caractérisées sans hypothèses sur le rang de G, on montre cependant que dans
le cas où G est nilpotent de rang deux, cette caractérisation prend une forme

beaucoup plus explicite; il en est de même pour la multiplicité avec laquelle ces

représentations apparaissent (Proposition A.9).

Une question naturelle est de savoir dans quelle mesure le spectre détermine

la géométrie de la variété. En particulier, l'égalité Spec(Af, g) = Spec(Af', g')
implique-t-elle que {M, g) et {M', g') sont isométriques? Milnor a exhibé

deux tores plats de dimension 16 isospectraux non isométriques [12]. Depuis,

d'autres exemples de caractère sporadique ont été fournis [9, 10, 12, 20]. A par-

tir de 1983, Gordon et Wilson [6] puis Sunada [19] ont introduit des méthodes

permettant de construire, dans un cadre plus général, des variétés isospectrales.

La méthode de Gordon et Wilson a même permis de construire les premiers

exemples de déformations isospectrales non triviales en dimension > 2 ; voir

aussi [3, 6] (on appelle déformation isospectrale sur une variété M une famille

continue {g,} de métriques sur M telles que les variétés {M, gt) soient deux
à deux isospectrales; une déformation est non triviale si les variétés {M, g,) ne

sont pas deux à isométriques). Les variétés considérées sont du type (r\C7, m)
où G est un groupe de Lie nilpotent simplement connexe, T un sous-groupe

discret cocompact de G et m une métrique qui se relève en une métrique in-

variante à gauche sur G. On définit un sous-groupe de Aut(G) : AIA((7, T),

le groupe des automorphismes presque intérieurs par rapport à Y, qui contient

le groupe des automorphismes intérieurs Inn(Cr). Si AIA(C7;r) ^ Inn(C7),

on peut construire des déformations isospectrales non triviales de la forme

(r\G, ms) avec m^ = <p*m où {<ps} est une famille continue d'éléments de

AIA(G ; T). Une question naturelle est de savoir si toutes les déformations

isospectales sur F\G, par des métriques provenant de métriques invariantes à
gauche sur G, sont de la forme ci-dessus. Dans [16], il est démontré qui si G

est nilpotent de rang deux et non singulier, alors la réponse à la question est

positive.

Le but de la troisième partie de cet article est d'utiliser les résultats obtenus

dans les deux premières parties pour étudier les déformations isospectrales,

par des métriques qui se relèvent en des métriques invariantes à gauche, sur

les nilvariétés de rang deux. On démontre tout d'abord que lors d'une telle

déformation, la restriction de la métrique au centre du groupe est constante
(Proposition III.6). Puis on montre le principal résultat de cette partie, à savoir

que toutes les déformations isospectrales sont de la forme décrite ci-dessus

(Proposition III. 7). Dans un premier Appendice, on fait les calculs utilisés pour

décrire le spectre des nilvariétés de rang deux. Dans un deuxième Appendice,

on étudie deux cas particuliers, l'un pour lequel AIA((?; T) = Inn(C7), l'autre

pour lequel AIA(C7; T) ^ Inn(G), on y redémontre la Proposition III.7 pour

ces cas particuliers par des techniques un peu différentes.
Après avoir fini de régider cet article, j'ai appris que Ouyang a obtenu une

démonstration différente de la Proposition III. 7, et ce en raisonnant par

récurrence sur la dimension de la nilvariété [15].
Je remercie C. Gordon et D. De Turck pour les conversations fructueuses

que j'ai pu avoir avec eux.
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I. Rappels sur la théorie de Kirillov

Le but de la théorie de Kirillov est de donner une description de l'ensemble

des représentations unitaires irréductibles d'un groupe de Lie nilpotent simple-

ment connexe. L'idée de base de la théorie de Kirillov est qu'une représentation

unitaire irréductible d'un tel groupe est toujours induite par une représentation

de dimension un d'un sous-groupe.

Par la suite G désignera toujours un groupe de Lie nilpotent simplement

connexe. On notera g son algèbre de Lie, G' - [G, G] {resp. g' = [g, g]) le

groupe dérivé (resp. l'algèbre dérivée) et on utilisera les notations et conventions
suivantes:

• Si x € G, Ix désigne l'automorphisme intérieur défini par Ix{y) = xyx~x ,

{y e G); on notera Inn(G) le groupe des automorphismes intérieures. Si X e

g , adx désigne la dérivation intérieure définie par adx{Y) = [X, Y] {Y eg);
on notera Inn(g) l'ensemble des dérivations intérieures et Der(g) l'ensemble

des dérivations de q .
• Soit Aut(tr) {resp. Aut(g)) le groupe des automorphismes de G {resp. q) .

L'application Aut(G) -» Aut(g), <p i-> q>* (ç>* désigne la différentielle de tp en

l'élément neutre) est un isomorphisme de groupes (puisque G est simplement

connexe) et on identifiera ces deux groupes.

Rappelons, finalement, que l'exponentielle réalise un difféomorphisme de g

sur G (on notera log son inverse) et que G est unimodulaire [8].

Revenons maintenant à la description des représentations unitaires

irréductibles de G. Soit X dans g*, le dual de g, on dit qu'une sous-algèbre

f) de g est subordonnée à X si la restriction de X à l'algèbre dérivée de rj est
nulle {i.e., pour tout X, Y e h, X{[X, Y]) — 0). Une sous-algèbre h de g est

dite subordonnée maximale par rapport à X si h est de dimension maximale

parmi toutes les sous-algèbres subordonnées à X.

Soit f) une sous-algèbre subordonnée à X, on peut construire un caractère X

sur H = exp(h) en posant X(exp^) = exp{2niX{X)) où X e f) (X est bien un

caractère puisque f) est subordonnée à X). A partir d'un tel caractère, on va

construire une représentation induite. Pour cela, on a besoin de résultats sur la

structure des groupes de Lie nilpotents simplement connexes.

1. Proposition [17]. Soient G un groupe de Lie nilpotent simplement connexe,

g son algèbre de Lie et h une sous-algèbre de g. Pour toute famille de vecteurs

{X\, ... , X/C}{k — dim g/h) vérifiant les deux propriétés suivantes:

(1) g = fjelUfi ®---®RXk;
(2) h,; = f) © EX) © • • • © RXj est une sous-algèbre de g pour i = l, ... , k;

l'application H xRk -+ G, {h,t)^hnti exp(i,JT;) où t = {ti,... , tk) est
un difféomorphisme.

Le difféomorphisme apparaissant dans la proposition précédente induit un

difféomorphisme de Rk sur H\G qui permet d'identifier ces deux ensembles.

De plus, G opère par translations à droite sur H\G et si l'on identifie H\G

et Rk, la mesure de Lebesgue est invariante par les translations à droite de G

[17].
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Revenons au problème initial. Soient X dans g*, h une sous-algèbre sub-

ordonnée a X et H - exp(rj), choisissons {X¡}i<i<k {k - dimg/h) comme

dans la proposition précédente. Soit %o l'ensemble des fonctions continues sur

G telles que pour x e G et h e H, f{hx) = X{h)f{x) où X est le caractère

construit précédemment. D'après la proposition précédente, %o s'identifie à

C°(R,:), l'ensemble des fonctions continues sur Rk , par l'application: %o -*

C°{Rk), f >-> a{f) où q(/) est définie par

"(/"KO = f Í ¿expira) J    si / = (i!,..., tk) e Rk.

Considérons maintenant le sous-espace %?\ de %o des éléments / de %o tels

que JRk \a{f){t)\2 dt < +00 et, finalement, désignons par ffî le complété de %?\

pour la norme F2 (X s'identifie à F£(Rfc) par l'application ßf -+ L}.{Rk),

f \-* a{f)). On peut maintenant définir la représentation n{X, H) en posant,

si / e ¿F et x,y e G {n{X, H){x)f){y) = f{yx) où H = exp(h). La
représentation n{X, H) s'appelle la représentation induite par {X, H).

On a alors le résultat fondamental suivant [13].

2. Proposition. Soit G un groupe de Lie nilpotent simplement connexe. Avec

les notations précédentes:
(i) Si X est dans g* et h est une sous-algèbre subordonnée à X, n{X, H) est

une représentation unitaire. Cette représentation est irréductible si et seulement si

h est une sous-algèbre subordonnée maximale par rapport à X. De plus n{X, H)

ne dépend que de X, à équivalence unitaire près, pourvu que h soit subordonnée

maximale. On peut donc définir K\ = n{X, H) sans ambiguïté.
(ii) Pour toute représentation unitaire irréductible a de G, il existe X dans

g* tel que a soit unitairement équivalente à n^ .

(iii) Soient X et p dans g*, %x et n^ sont unitairement équivalentes si et
seulement si il existe x e G tel que X = p o (/x)„.

(iv) Pour tout X dans g* et q> dans Aut(G), %x ° <P est unitairement équiva-

lente à 7tkoV. ■

Introduisons sur g* la relation d'équivalence suivante: p ~ X si et seulement

si il existe x G G tel que X = p°{Ix)* (on notera cf{X) la classe d'équivalence de

X). D'après la proposition précédente, l'ensemble des représentations unitaires

irréductibles de G (à équivalence unitaire près) s'identifie à g*/ ~ .

3. Remarque. On retrouve les résultats déjà connus dans le cas où G = R" . En

effet, si X et dans {Rn)*, l'unique algèbre subordonnée maximale par rapport

à X est g = R" est la représentation nx n'est rien d'autre que le caractère X.

II. Calcul du spectre d'une nilvariété compacte de rang deux

Soit G un groupe de Lie nilpotent simplement connexe, un sous-groupe T

de G est dit uniforme si V est discret et si T\G est compact; on sait [18] que

l'existence d'un tel sous-groupe est équivalente à l'existence d'une base de g,

l'algèbre de Lie de G, par rapport à laquelle les constantes de structure sont

rationnelles.
Soient G et T comme ci-dessus et m une métrique invariante à gauche

sur G, alors T opérant par multiplication à gauche sur G comme un groupe
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d'isométries de (G, m), la métrique m induit une métrique m sur T\G de

sorte que la projection (G, m) -► {T\G, m) soit un revêtement riemannien.

Par la suite nous identifierons les métriques m et m et nous nous intéresserons

uniquement aux variétés de la forme {T\G, m) où T est un sous-groupe uni-

forme de G et m est une métrique qui se relève en une métrique invariante à
gauche sur G.

Le but de cette partie est de calculer le spectre de l'opérateur de Laplace-

Beltrami d'une telle variété dans le cas où G est nilpotent de rang deux (i.e., le

groupe dérivé est inclus dans le centre) en utilisant la théorie de Kirillov.

Pour cela, on introduit la représentation quasi-régulière p de G dans

L2c{r\G) définie par: {p{x)f){y) = f{yx) où x, y e G et f e L2C{T\G).
Comme tout groupe nilpotent est unimodulaire, cette représentation est bien

définie et est unitaire. On définit alors la différentielle de cette représentation

comme suit:

(p.{X))f = jtp{exo{tX))f\,=o   où X g g et / G C°°(r\G).

{p*{X) est donc un opérateur différentiel du premier ordre.) On a alors une

expression simple de l'opérateur de Laplace-Beltrami Am de la variété (T\G, m)

[7]:
n

Am = -£>(^)2

;=1

où {X¡}\<i<n est une base orthonormée quelconque de g pour la métrique m

{n = dim g).

Comme T\G est une variété compacte, la représentation quasi-régulière de G

dans F¿(r\G) se décompose en une somme directe discrète de représentations

unitaires irréductibles, chacune apparaissant avec multiplicité finie. Donc,

d'après les résultats de la première partie, il existe une partie s/{J~) de g* telle

que si X et p sont dans s¡/{T), <f(X) n @{p) = 0, et pour chaque X G s/(T)

un entier mx non nul tels que p ~ Ylxe^fT) m)ínx (on explicitera l'ensemble

s/{T) et les entiers mx par la suite). Comme en restriction à chaque espace
irréductible Vx {X G srf{Y)) p est unitairement équivalente à nx , la restriction

de Am à ^ est unitairement conjuguée à l'opérateur:

n

AA,m = -5>A).(X/)2
(=1

où {^,}i<,<„ est une base orthonormée quelconque de g pour la métrique et

où l'on a posé

{nx)*{X,) = —nx{exp{tXi))\,=o   pour i = 1, ... , n.

On en déduit que le spectre de la restriction de Am à ^ est égal à celui de

A,i,m Que l'on notera Z(A, m). D'après ce qui précède, le spectre de {T\G, m)

sera la réunion des E(A, m), chaque élément de X(/l, m) étant compté avec la

multiplicité mx . Il ne reste plus qu'à calculer le spectre des opérateurs A¿ m .

L'idée est de se ramener à des opérateurs "classiques" dont on connait les

fonctions propres (fonctions d'Hermite). Les calculs détaillés sont faits dans
l'Appendice I.
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Avant d'énoncer les résultats obtenus, fixons les notations. Si X est dans

g*, on note Bx la forme bilinéaire antisymétrique définie par BX{X, Y) =
X{[X, Y]) pour X, Y dans g et g¿ le noyau de BX. Si m est une métrique

sur g, on note Ux l'opérateur antisymétrique par rapport à m défini par

Bx{X, Y) = m{X, Ux{Y)). Comme Ux est antisymétrique, ses valeurs pro-

pres sont de la forme ±id7 pour j g {1, ... , k} où k = (dimg - dimg/l)/2

(on suppose que 0 < d\ < d2 < ■ ■ ■ < dk). Avec ces notations, on montre

(Appendice A, p. 446):
• si gx = g, le spectre 1{X, m) de A¿)in est Z(A, m) = {An2 £"=1 X{X¡)2}

où {^;}i<,<„ est une base orthonormale quelconque de g pour m.

• si gx # g, le spectre 1,{X, m) de A¿ m est I(A, m) = {p{X, p, m) ; p e
Nk} où

/ k

p{X,p,m) = 47r2£(A(^))2 + 27r£(2/>,- + \)d¡

i=i j=\

avec / = dimg^, k = (dimg - dimg^)/2 et où {W^}i<,</ est une base or-

thonormale de g¿ pour m.

La deuxième étape consiste à caractériser les représentations irréductibles

qui apparaissent dans la représentation quasi-régulière de G dans F¿(r\G)

et à savoir avec quelle multiplicité elles apparaissent. Pour cela, on utilise la

caractérisation donnée par Moore [3, p. 42] et on montre que, dans le cas des

nilvariétés de rang deux, cette caractérisation prend une forme beaucoup plus

explicite. Avant d'énoncer le résultat, remarquons que si X e g*, Bx induit

une forme bilinéaire antisymétrique Bx non dégénérée sur g/g^ et que, bien

que log T ne soit pas a priori un réseau, son image <S¿ dans g/g^ en est un

(puisque si X, Y G logr, alors X + Y + \[X, Y] e logT et [X, Y] G g' c gA).
Ceci dit, on montre (Appendice A, Proposition 9), que si G est un groupe

de Lie nilpotent simplement connexe de rang deux et si T est un sous-groupe
uniforme de G, alors la représentation %x apparaît dans la représentation

quasi-régulière de G dans Fc(r\G) si et seulement si X{\ogTf]gx) c Z. La
représentation nx apparaît alors avec la multiplicité m¿ = 1 si g = g^ et

mx = {detBx)1^2 si gx ̂  g, le déterminant étant calculé par rapport à n'importe

quelle base du réseau S'x ■
Cela étant, on dit qu'une forme linéaire X est adaptée à T si X(\ogYç\gx) c Z

et qu'une orbite est adaptée à T si ses éléments sont adaptés à T.
On a donc montré que si G est un groupe de Lie nilpotent simplement

connexe de rang 2 et T un sous-groupe uniforme de G, alors la représentation

quasi-régulière p de G dans F¿(r\G) se décompose comme suit:

où si (r) est une partie quelconque de g* dont l'intersection avec toute orbite

adaptée à T se réduit à un élément.

Ecrivons s/(T) = s/i{T) Us/2(T) où ¿fi{T) est l'ensemble des éléments de
£f(T) qui sont nuls sur g' (i.e., g¿ = g) et s/2(T) son complémentaire dans

si {T). On a alors le résultat suivant.

1.   Proposition. Soient G un groupe de Lie nilpotent simplement connexe de

rang deux, T un sous-groupe uniforme de G et m une métrique invariante à
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gauche sur G, alors le spectre L{T\G, m) de la variété {T\G, m) est de la forme

X(r\G, m) = U/i6j/(r) ̂ (^» m) ou l'on a Pos¿-

• si X g six{T) : S(A, m) = {47T2 Y!l=\HX)2} où {Jf,}i</<„ est une base
orthonormée quelconque de g pour la métrique m.

• si X G s/2{V) : Z(A, m) = {p{X,p,m),peNk} où

l k

p{X,p,m) = 4n2 Y, Wi? + 2" E(2^ + X)di
1=1 7=1

où:

(1) / = dimg/l, k = {dimg-dimgx)/2 = {n-l)/2.
(2) {X¿}i<,</ est une base orthonormée de gx pour la restriction de m à g^.

(3) ±idy (1 < j < k) sont les valeurs propres non nulles de l'opérateur ux

défini par m{X, ux{Y)) - BX{X, Y) pour X, Y eg. De plus, une valeur propre

a apparaît avec une multiplicité J2x m*- • ̂ a somme portant sur tous les X es/ {T)

tels que a G 2(A, m) {les nombres mx sont ceux définis précédemment).

III. Application à l'étude des déformations isospectrales

Le but de cette partie est d'utiliser les résultats obtenus dans la partie II pour

étudier les déformations isospectrales, par des métriques invariantes à gauche,

sur les variétés du type T\G où G est une groupe de Lie nilpotent simplement

connexe de rang deux et F est un sous-groupe uniforme de G.

Rappelons que les seules déformations isospectrales non triviales connues, en

dimension > 2, sont celles construites par De Turck, Gordon, et Wilson [3, 4,

6]. On va tout d'abord rappeler la principale notion utilisée pour construire ces
déformations.

Si G et T sont comme ci-dessus, on note S? le réseau engendré par log F

et S?* le réseau dual de S? : ̂ * = {X e g*\X{&) c Z} .

1. Proposition [4, 3]. Soient G,Y ,2? et S?* comme précédemment et tp un

automorphisme de G, alors les conditions suivantes sont équivalentes:

(a) Pour tout y eT, il existe x e G tel que q>{y) = xyx~x.

(b) Pour tout X eJ?, il existe x e G tel que <p*{X) = {IX)*{X).
(c) Pour tout X e Sf*, il existe x e G tel que X o <p, = X o (IX),.

Un automorphisme de G vérifiant une des trois conditions de la proposition

précédente est appelée presque intérieur par rapport à T. On note AIA(G; T)

l'ensemble des automorphismes presque intérieurs par rapport à T. On a alors
le résultat suivant.

2. Proposition [4, 3]. Si G, T, J? et J?* sont comme dans la proposition

précédente, AIA(G ; T) est un groupe de Lie nilpotent simplement connexe dont

l'algèbre de Lie est:

AID(g ; T) = {D e Der(g)| pour tout Xe£f, D{X) e [g, X]}

= {De Der(g)| pour tout Xe£f*,

il existe Y eg tel que X o D = X o ady}

(Der(g) désigne l'ensemble des dérivations de g ).

Dans [3, 6] des variétés isospectrales sont construites à l'aide de la notion
d'automorphisme presque intérieur relativement à T.   La démonstration de
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l'isospectralité des variétés considérées repose uniquement sur les propriétés

formelles des représentations nx telles qu'elles sont énoncées dans la proposi-

tion 1.2. On va donner une démonstration qui utilise les calculs faits dans la

partie IL De manière plus précise:

3. Proposition. Soient G un groupe de Lie nilpotent, simplement connexe, de

rang deux, T un sous-groupe uniforme de G, m une métrique invariante à

gauche sur G et (p e AIA(G; T), alors les variétés {T\G, m) et {T\G, (p*m)

sont isospectrales.

Preuve. On reprend les notations de la partie II. On va montrer que pour tout

Xesf{F), ï{X,m) = ï{X,<p*m).
Si A G j/xÇT), S(A, m) = {4jr2£?=1 A(*,-)2} où {X/},<(<„ (n = dim g) est

une base orthonormée de g pour m. Puisque {(p*l{Xj)}i<i<n est une base

orthonormée de g pour <p*m, il suffit de montrer que 2~Z¿=iC¿° <P*l{Xi))2 =

E"=i W)2 • Or <p:x{Xj) = X¡ + D{X,) pour i = l, ... , n où D e AID(g, T)
et A o F» = 0 puisque la restriction de A à g' est nulle et que D{g) c g'. On en

déduit que S(A, m) = E(A, tp*m).
Supposons maintenant que A e s/2(T). Remarquons tout d'abord que,

puisque pour tour X e g', (p*{X) = X (ceci est vrai puisque l'égalité précédente

est vraie pour X G -S57 n g' et que 3* n g' engendre g' [18]), Bx = BXoift ■ On

en déduit que (pZl$k — gx, donc si {X}i</</ (/ = dimgj est une base or-

thonormée de gx pour m, {ç^l{Xi)}l<i<i est une base orthonormée de g¿

pour tp*m. On va montrer que ^2i=l{X o <p~x{X¡))2 — 2Ü,=i ̂ (^')2 • Comme

X<xp~x =A+AoF où De AID(g; T), pour tout ^Gg^nJ^, Xo<p~x{X) = X{X)

(puisqu'il existe Y = Yx G g tel que A o D{X) = X{[Y, X]) = 0). Comme gx
est une sous-algèbre rationnelle [8, p. 210], gx n J? engendre gx ; on en déduit

que pour tout X e gx, Xo (p~x{X) = X{X). On a donc bien l'égalité désirée.

On va maintenant montrer que si ux et u'x sont les deux opérateurs définis par

BX{X, Y) = m{X, ux{Y)) = {<p*m){X, u'k{Y)) par X, Y e g, alors ux et u'À

sont conjugués. Or, comme Bx = BXa<ft , m{X, ux{Y)) = m{(p„X, ux{<p,Y)) =

{tp*m){X, {<p~xux<p*){Y)) pour X, Y e g. On en déduit que u'x = <p~xux<p*, ce

qui montre que ces opérateurs ont mêmes valeurs propres. On peut donc con-

clure que pour tout X e s/{Y) et pour tout p e Nk {k = (dim g - dimg,i)/2),
p{X, p, m) = p{X, p, <p*m), ce qui montre bien que X(A, m) = £(A, <p*m).   D

4. Remarque. La proposition précédente est vraie sans hypothèses sur le rang

de G {i.e., pour tout groupe de Lie nilpotent simplement connexe ayant un

sous-groupe uniforme) [5, 6].

Il est clair que le groupe des automorphismes intérieurs Inn(G) est contenu

dans AIA(G; T). Cependant si x e G, les variétés {T\G, m) et {T\G, {Ix)*m)
sont isométriques (en effet, la translation à droite Rx-¡ induit une isométrie

de (r\G, {Ix)*m) sur (r\G, m)). Pour obtenir des variétés isospectrales non

isométriques à l'aide de la proposition précédente, on doit donc choisir G et

T tels que Inn(G) ¿ AIA(G; T) [5, 6].
On s'intéresse maintenant au problème des déformations isospectrales sur les

variétés du type T\G où G est un groupe de Lie nilpotent simplement con-

nexe. Remarquons que, une base de g étant fixée, l'ensemble des métriques

invariantes à gauche s'identifie à l'ensemble des matrices symétriques définies
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positives (on fera souvent cette identification après avoir précisé la base con-

sidérée) et sera par la suite muni de la topologie induite par cette identification.

Soient donc T et G comme ci-dessus et soit {m^}^/ (/ est un intervalle de

R ou, plus généralement, un espace topologique connexe) une famille continue

de métriques invariantes à gauche, on suppose que les variétés {T\G, ms) sont

deux à deux isospectrales, que peut-on dire de la famille {ms}seI ?

Par exemple, on montre facilement [21, Théorème 1], que dans la cas où G

est abélien, la famille {ms}se¡ est constante, résultat que l'on utilisera souvent

par la suite.

Dans le cas où G est un groupe de Lie nilpotent simplement connexe de rang

deux non singulier {i.e., pour tout X G g - g', ad^(g) = g'), les déformations

isospectrales sont caractérisées [16].

5. Proposition. Soient G un groupe de Lie nilpotent simplement connexe de

rang deux non singulier, T un sous-groupe uniforme de G, {ms}sei une famille

continue de métriques invariantes à gauche. Si les variétés {t\G, ms) sont deux

à deux isospectrales, alors il existe une famille continue {<ps}sa d'éléments de

AIA(G ; T) telle que pour tout sel, ms = <p¡mSo   (50 g /).

On peut penser que cette proposition reste vraie si l'on enlève l'hypothèse

"non singulier." Dans cette partie on montre, dans un premier temps, que lors

d'une déformation isospectrale, la restriction de la métrique au centre du groupe

est constante (ce qui est une condition nécessaire pour toutes les déformations

isospectrales soient construites à l'aide de la proposition III.3). Ensuite, on

montre que la Proposition III. 5 reste vraie si l'on enlève l'hypothèse "non sin-

gulier."

6. Proposition. Soient G un groupe de Lie nilpotent simplement connexe de

rang deux, F un sous-groupe uniforme de G et {ms}sei une famille continue

de métriques invariantes à gauche. Si les variétés (T\G, ms) sont deux à deux

isospectrales, alors la restriction de ms au centre de G est indépendante de s.

Preuve. Notons 3 le centre de g et m^ la restriction de m, à j. Comme

3 est une algèbre de Lie abélienne et que logT n 3 est un réseau de 3 [18]
((logrri3)\3, m's) est un tore plat et l'application iHm| est continue. On va

montrer que les tores plats ((logrri3)\3, m's) sont deux à deux isospectraux,

ce qui permettra de conclure [21, Théorème 1]. Or le spectre d'un tore plat est

bien connu [2]; on définit le réseau dual

(logrri3)* = {AG3* telsqueA(logrri3)cZ}

et si {^i(s)}i<,<Ar {N — dim.3) est une base orthonormée quelconque de 3

pour m's, le spectre de ((logrri3)\3, m's) est

J47r2¿(A(X¡(5)))2;AG(logrn3)*|.

Il suffit donc de prouver que pour tout A G (3 n logT)*, Yl1Li{X{Xi{s)))2 =

£)^,(A(X;(so)))2 où {Xi{s)}i<i<N est une base orthonormée de 3 où So est un

élément de / fixé. Or, d'après le résultats de la partie II, si A est adaptée à T
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et si la restriction de A à g' est non nulle, alors

/ k

p{X,p,m) = An2 £(A(r,))2 + 2n £(2p7- + \)d¡
1=1 j=\

(où /^dimg^, k = (dimg-/)/2 et {^}i<,</ est une base orthonormée de gx

pour m) est dans le spectre de (I\G, m). Notons I le spectre commun aux

variétés (T\G, ms), alors l'application / —> I, îh /¿(A, p, ms) est continue,

donc constante, puisque / est connexe et X est discret. Donc, pour tout p e Nfc

et pour tout sel, p{X, p ,ms) = p{X, p ,mSo). On vérifie facilement que pour

tout sel, XtiWW))2 = itiWïifo)))2 où {r,(5)}i<,</ est une base
orthonormée de g¿ pour ms.

Soit A G (logrri3)*, comme logTn3 est un sous-réseau du réseau engendré

par log T, quitte à changer A en a • X où a e Z, on peut supposer que A s'étend

en un élément À de g* tel que À(log T) c Z ; en particulier A est adapté à T.

Supposons que gx — 3, alors d'après ce que l'on vient de voir, Ylf=i W^<(5)))2 =

^f=l{X{Xi{so)))2 où {X¡{s)}\<i<N est une base orthonormée de g-x = 3 pour

m's et ce pour tout sel. Supposons maintenant gx ̂  3. Comme gx est une

sous-algèbre rationnelle de g [8], gk n S? {Sf désigne le réseau engendré par

logT) est un réseau de g~x et logT n 3 est un sous-réseau de gx ni? . Il existe

donc une base {U\, ..., Un, V\, ... , VN>} {N = dim3, N + N' - dimg-x) et
des entiers u\, ... ,un tels que {u\U\, ... , unUn} soit une base de logi"n3.

Soit v G (ZKi © ••• ©ZKjvO* - (Z*')*, alors 1/ + À et À coïncident sur 3,

donc sur g'. On en déduit que Bx+V = B-x , puis g~k+v = gx . Soit {Xí{s)}\<¡<n
une base orthonormée de 3 pour m's ; complétons-la en une base orthonormée

de gx pour ms avec {Y¡{s)} n+i<î<n+n' et écrivons Y,{s) = Z¡{s) + X¡{s) où
Zi{s) G 3 et X¡{s) G EF. © ■ • • © RVN> pour N +1 < i < N + N'. Pour tout

v g {ZN')*, X + v est adapté à T, donc la quantité £JI,((À + iv)(Y,(s)))2 est
indépendante de s. On en déduit que les trois égalités suivantes sont vraies

pour tout sel:

(i)
N+N' N+N'

Y Wj{s)))2= E n*»»2,
j=N+\ j=N+l

(Ü)
7V=/V' AT+JV'

Y  HX'j{s))l(Yj(s)) =   E  K*»)À(F;(5o)),
;=JV+1 ./=/V+l

(iii)

A7 A'+iV' iV V+A"

£(A(J0(s)))2 + J] (À(yJ(5)))2 = ^(A(^(5o)))2+ E WiO-fo))))2.
7=1 ;'=/y+l ;=l j=N+\

Par la suite, on utilisera pour faire des calculs matriciels la base 38 —

{XJ\, ... , Un , V\, ... , Vw} précédemment citée. Soit P{s) la matrice dont les

colonnes sont les coordonnées de {X\{s), ... , XN{s), YN+\{s), ... , Yn+n'{s)}
dans la base ¿% , on peut donc écrire P{s) sous la forme

(Px{s)\P2{s)\

\   0   \P3(s)J
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où P\{s) est une matrice carrée d'orde N, F3(s) une matrice carrée d'ordre N'

et P2{s) une matrice à N lignes et N' colonnes. Enfin, notons Xo la restriction

de À à RVi ®---®RVN>.

Conséquence de (i). Pour tout v e {ZN')*, vP3{s)'Pi{sYv = vP^soYP^SoYv.

On en déduit [21, théorème 1] que pour tous sel, P^sYP^s) = Pî{so)'Pi{so),

donc P-}{s) = P-¡{so)/f{s) où tf{s) est une matrice orthoganale d'ordre N'.

Conséquence de (ii) Pour tout v e {ZN')*

N+N' N+N'

Y  v(X'j(s))l(Yj(s))=   E  v(X'j(so))MYj(so)).
j=N+l j=N+l

Or, d'après (i), vP3{s)'P3{s)'Xo = uPi{s0)tPi{so)tXo donc

N+N' N+N'

E  v{X'j{so))Xo{X'j{so))=   E  HX'j{s))Xo{X>{s)).
j=N+\ j=N+l

On en déduit que

N+N' N+N'

E  u{X'j{s))X{Zj{s))=   E  v(X'j(soMZj{s0)),
j=N+l j=N+\

ce qui est équivalent à

uP3{s)'P2{s)'X = uP3{so)'P2{so)'X.

Cette égalité étant vraie pour tout u e {ZN')*, on en déduit que Pi{syP2{s)'X =

P^soYP2{so)'X. D'où, en tenant compte du fait que F3(s) = P3{so)&{s), on

obtient XP2{s) = XP2{s0)#{s).

Conséquence de (iii). Remarquons que, d'après (i),

N+N' N+N'

E (Wim2 = e (W(*o)))2
j=N+l j=N+l

puisque Pi{s)'Pi{s) — F3(so)'F3(s0) ■ D'autre part puisque, d'après (i) et (ii),

AF2(5)'F3(5)iAo = AF2(5o)iF3(5o)'Ao , on a

N+N' N+N'

J2 X{Zj{s))Xo{X'j{s)) =   Y X{Zj{so))Xo{X'j{so)).
j=N+l j=N+\

De même, on montre en utilisant (ii) que

N+N' N+N'

E {¿{z,{s)))2= e wz/fo>)))2.
j=N+\ j=N+\

On en déduit que

N+N' N+N'

E {kYj{s)))2 = e w^o)))2
j=N+l j=N+l
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d'où, en utilisant (iii),

N N

/•=i ¡=i

On a donc bien montré le résultat voulu puisque {X¡{s)}\<í<n est une base

orthonormée de 3 pour m's.   G

En utilisant la proposition précédente, on va démontrer la principal résultat

de cette partie qui constitue une généralisation de la Proposition III.5.

7. Proposition. Soient G un groupe de Lie nilpotent de rang deux simple-

ment connexe, r un sous-groupe uniforme de G et {ms}se¡ une famille con-

tinue de métriques invariantes à gauche. Si les variétés {T\G, ms) sont deux

à deux isospectrales, alors il existe une famille continue {ips}se¡ d'éléments de

AIA(G ; T) telle que pour tout sel, ms = ^f*mi0, {s0 G /).

Avant de donner la preuve de cette proposition, on va donner une nouvelle

caractérisation de AID(g ; Y).

8. Lemme. Soient G et Y comme ci-dessus, alors une dérivation D de g est

dans AID(g ; F) si et seulement si pour tout X e S?*, D{gx) c Ker A n gx .

Preuve. On va utiliser le fait qu'une dérivation F de g est dans AID(g ; Y) si

et seulement si pour tout A g 3*, il existe X eg tel que A o D = A o adx .

Soient donc D e AID(g, T), X e 3* et AT G g tels que A o F» = A o ad* , alors

pour tout Y G gx, XoD{Y) = X{[X, Y]) = 0 donc D{gx) c Ker A. Comme
F»(g) C g' C gx , on a forcément D{gx) c Ker A n gx.

Réciproquement, soit D e Der(g) tel que pour tout A G 3" , D{gx) c

Ker A n gx). Soit A G J?*, posons p = A + A o D. Alors p et X coïncident sur

gx, on va voir que cette condition implique qu'il existe leg tel que A o D —

X o ad* . En effet, il existe une base {X\ , ... , Xk,Y\, ... ,Yk,Zx, ... ,Z{\ de
g  {2k + l - dim g) et des réels non nuls rx, ... ,rk tels que:

(1) {Z\, ... , Z¡} soit une base de gx .
(2) Bx{Xi,Xj) = Bx{Yi, Yj) = Bx{Xi, Yj)-S,■Jri = 0 pour i,j=\,...,k.

Soit X = YJ¡=\ xiXi + y% Yi, si l'on pose v — X + X o ad* , un calcul montre que

pour 1 < / < k : v(X¡) = X{X¡) + ryj;,-, v{Y¡) = X{Y¡) - nxt et pour 1 < j < l,
v{Zj) = X{Zj). On en déduit que l'on peut choisir X pour que v{X¡) = p{X¡)

et i/(7,) = p{Yi) pour \ <i <k . Comme v{Z¡) = p{Z¡) pour 1 < j < l, on

a p — v , doñee A o D = X o ad* •   □

Preuve de la proposition. Soit V un supplémentaire de g' dans g, notons n

la projection sur V correspondant à la décomposition g = V © g'. Alors

3Î = 7i(logr) est un réseau de V [16, p. 21] et l'application Y\G -+ 3l\V,
x t-> 7r(logJc) est une submersion. Le but de la première partie de la preuve

est de construire une submersion riemannienne à fibres totalement géodésiques.

Soit {X\, ... , Xp} (resp. {Y\, ... , Yq}) une base de V (resp. g'), alors 3§ =

{X\,..., XP,Y\,... ,Yq} est une base de g et la matrice de ms rapport à

cette base est
/m.(s)   m2{s)\

\'m2{s)  m3{s)J

où mi(s) {resp. m3(s)) est une matrice symétrique définie positive d'ordre p

{resp. q) et 012(5) est une matrice à p lignes et q colonnes. Remarquons tout
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d'abord que tout endomorphisme F de g tel que F»(g) c g' et D{g') = {0} est

une dérivation et que id+D = exp(Z>) est un élément de Aut(g). On en déduit
que pour tout s e I, il existe <ps G Aut(G) tel que {tps)* ait pour matrice par
rapport à 33 :

1
-m3x{s)'m2{s)

Alors la matrice de <p*ms est

m\{s)

0

0

m3(s)

avec m\{s) = mi(s)-m2(s)m3 (5)^2(5). Or les variétés {tps '(r)\G, <Psins) et

(r\G, ms) sont isométriques, donc isospectrales. Comme l'application

(^-'(r)\G, <p;ms) -+ {3?\V, m\{s)),        x ~ n{\ogx),

est une submersion riemannienne à fibres totalement géodésiques, le spectre de

{3ê\V, m\{s)) est contenu dans celui de {tp~x{T)\G, (partis) [1, p. 188] donc,
par continuité des valeurs propres, on en déduit que les tores plats {3$\ V, m¡ {s))

sont deux à deux isospectraux, finalement nr¡ (5) = m', (50), {sq £ -0 et ce pour

tout se/ [21, Théorème 1]. Comme, d'après le proposition précédente, pour

tout sel, m3(j) = m3(io), on en déduit que ms = i//s*mi0 où y/s = (p^xq>s G

Aut(G). Il ne reste plus qu'à montrer que y/s e AIA(G, Y).

Rappelons que {y/s)* = id+Ds où Ds est une dérivation de g telle que

A(g) c g' et A(g') = {0} . On va montrer que pour tout A G 3*, Ds{gx) c

Ker A n gx, ce qui permettra de conclure.

Supposons que A(g') = {0} , alors gx = g et Ds{gx) c g' c Ker A. On a donc

bien Ds{gx) c Ker A n gx.
Supposons maintenant que A(g') ^ {0} . Si gx = g', comme Ds{g') = {0},

l'inclusion à montrer est évidente. Si g' ^ gx, comme g' n 3 est un sous-

réseau de gx n Sf, il existe une base {U\, ... ,Uq,V\, ... ,Vr} de gx n 3 et

des entiers r\, ... ,rq tels que {r\U\, ... , rqUq} soit une base de gxf\S?. Soit

p G (Zr)* = {ZVi ©• • -®ZFr)*, alors p se prolonge en un élément de {gxr\3)*,
que l'on notera par le même lettre, en posant p{U¡) = 0 pour i = \, ... , q.

Soit donc p G (Zr)*, alors A et A + p coïncident sur g', donc Bx+fl = Bx,

gx = gx+ß et (A + p){gx+ll n logT) c Z. On en déduit que pour tout p e (Zr)*,
A + p est adapté à Y.

Soit so e I comme avant, choisissons une base orthonormale de g¿ pour

mi0 {X\, ... , Xq, Xq+i, ... , Xq+r} telle que {Xx, ... , Xq} soit une base or-

thonormale de g'. Comme pour tout sel, {Ws)*{gx) = 0a > {(V.j-1)*(^i) > • • ■ >

{y/fx)t{Xq+r)} est une base orthonormale de g¿ pour W*msQ =18*- En utilisant

la preuve de la proposition précédente, on trouve que pour tout p e {!/)* la

quantité 2^?=í"((^+ //)((iT1)*(^)))2 est indépendante de s et en considérant

le terme homogène de degré un en p dans cette expression on trouve que pour

tout sel et pour tout p e (Zr)*,

q+r q+r

YHÍVs-'UXíVpUvs-'Ux,)) = zZ^xMXi).
;=i i=i

En tenant compte du fait que {y/¿~1)* = id-Ds et que {y/fx)i,{Xi) = X, pour
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I < i < q , on obtient
q+r q+r

E X{Xl-Ds{Xi))p{X,-Ds{Xi))= Y, KXtMXt).
1=9+1 i=q+\

Comme p{g') = {0} , on obtient finalement £/=¿+i A o Ds{X,)p{Xi) = 0. Ceci

étant vrai pour tout p e (Zr)*, on a forcément A o DS{X¡) = 0 pour / =

q + l, ... , q + r. Comme Ds{g') = {0} , A o DS{X¡) = 0 pour i = I, ... , q ,

on a A(fl>i) C Ker A. Or Ds{gx) c Ds{g) c g' c gx, on en déduit que Ds{gx) c

Ker A n gA, donc Ds e AID(g ,Y).   D

Appendice A

Le but de cet Appendice est de faire en détails les calculs utilisés dans la
deuxième partie, dont on reprend les notations, pour décrire le spectre des

nilvariétés de rang deux.
Dans un premier temps, on calcule le spectre E(A, m) de l'opérateur A¿ m

défini par AXm = -Yf¡=\{nÁ)*{Xi)2 où {X,}i<,<„ est une base orthonormée

quelconque de g pour m.
Considérons d'abord le cas où A est nulle sur l'algèbre dérivée g'. Alors

g est l'unique sous-algèbre maximale subordonnée à A et la représentation nx

est le caractère définie par ^(exp^)) = exp{2niX{X)) pour x e g. Dans

ce cas, l'espace Vx de la représentation nx est de dimension 1 et l'opérateur

AXm correspond à la multiplication par An2Y!]=\^{Xj)2 où {Xj}i<¡<„ estune

base orthonormée de g pour la métrique m. Donc, si A s'annule sur g' alors

l{X,m) = {An2ZU^Xj)2}-
Supposons maintenant que A n'est pas identiquement nulle sur g'. Par la

suite on notera Bx la forme bilinéaire antisymétrique définie par BX{X, Y) =
X{[X, Y]) pour X, Y e g et gx le noyau de Bx: Qx = {X G g tels que
BX{X, Y) = 0 pour tout  Y e g}  (remarquons que, par hypothèse,  g¡ ^ g

puisque Bx n'est pas identiquement nulle). Il existe dans une base orthonormée

de g pour la métrique m, 3§ = {U\, ... ,Uk,V\, ... ,Vk,Wx, ... , W¡}, et
des nombres réels 0 < d\ < ■ ■ ■ < dk tels que:

• {W\, ... , W¡} soit une base de gx   (/ = dimg^)

• Pour \<i,j<k, 0 = Bx{Ui, Uj) = BX{V,, Vf) = Bx{Ut, Vj) - ôtjd,.
Remarquons que ±id7- pour j = l, ... , k sont les valeurs propres non nulles

de l'opérateur ux, antisymétrique par rapport à la métrique m, défini par
BX{X, Y) = m{X, ux{Y)) pour X, Y e g. On a alors le résultat suivant.

1. Lemme. Avec les notations précédentes, l'espace vectoriel \)X ~ gx © RVx ©

■■■ ®RVk est une sous-algèbre subordonnée maximale par rapport à X.

Preuve.  \\x  est une sous-algèbre.   En effet, comme g est nilpotente de rang

2, l'algèbre dérivée g' est contenue dans le centre, donc dans g¿ . Puisque \}X

contient gx, I)a contient g', donc \)x est un idéal et, a fortiori, une sous-algèbre.
f)A est subordonée maximale. En effet, la restriction de Bx à \)X est, par

construction de f)¿, nulle et il est clair que ï)X est un sous-espace vectoriel

totalement isotrope de dimension maximale, donc, a fortiori, h¿ est une sous-

algèbre subordonnée maximale par rapport à A.   D

Posons Hx — exp(f)¿) et définissons le caractère X sur Hx par Â(expZ) =
exp(27n'A(X)) où X e i)X. On va obtenir une expression de la représentation
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nx induite par le couple (A, Hx). Remarquons que tout sous-espace vectoriel

de g qui contient g' est un idéal, donc une sous-algèbre. On en déduit que les
espaces fi,■■ = \)X © RU\ © • • • © RU, (1 < / < k) sont des sous-algèbres, donc,

d'après la Proposition 1.1, l'application

Rk x Hx -> G

k

{t,h)^hl[exp{tjXj)

est un difféomorphisme. Reprenons les notations de la première partie:

T0 = {fe C°{G) telles que pour xeGetheHx, f{hx) = X{h)f{x)},

<f e<%o telles que /   f [Ylexo^Xj dt < +ce

Soit, enfin, %f le complété de %[ pour la norme F2 ; %* s'identifie na-

turellement à F^R*) par l'isométrie a: X — Ll(Rk) définie par a{f){t) =

/fll*-i exp(tjXj)) où f G ¿F et t G Rk .
La représentation induite nx = n{X, Hx) est définie par: {nx{x)f){y) =

f{yx) oùx,yeGetfe^". Notons n'x la représentation définie par

n'x{x) = a o nx{x) o a-1 où x G G. Alors n'x est unitairement équivalente à

nx et son espace de représentation est L2:{Rk). On va obtenir une expression

"simple" de n'x.

Soit x = hoY[kj=i exp(57F/,) où ho e Hx et s = {sx, ... , sk) e Rk, on va

calculer n'x{x). Soit / G F¿(

k k

{n'x{x)f){t) = («"'(/)) ( Hexn{tjUj)hol[exp{sJUJ) ] .
U=l 7=1

Or

Y[exp{tjUj),h0
7=1

hoY[exp{tjUj),
;=i

\\exp{tjUj)ho =
7 = 1

k i

Y[exp{tjUj)l[exp{SjUj)
j=\ j=\

= f[exp{{tj+Sj)Uj)exp[-    £    t,Sj[Uj,U,]
;=1 \    l<j<l<k

On en déduit que

{n'x{x)f){t) = X Y[exp{tjUj), h0 h0exp\ Y,     Sjti[Uj,Ui])]b(t+s).
l,...,j<l,...,k
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Finalement, en tenant compte du fait que

exp j EW ) . ho = exp ^TtjUj, logh0

7 = 1

(puisque G est nilpotent de rang deux) et que la restriction de Bx à

• ■ • © RUk est nulle, on obtient

(**(*)/ )(0 = f{t + s) exp   27T/A   log ho + J^tjUj, logh0
7=1

où t G Rk et x = h0 IljLi exp(sy Uj) avec h0 e Hx et s = {s{, ... , sk) G Rk .

Comme nx et n'x sont unitairement équivalentes, il suffit de calculer les

valeurs propres de l'opérateur A'x m défini par A'x m = -Y?i=i{n'x)*{Xi)2 où

{I,}kk„ est une base orthonormée quelconque de g pour la métrique m.

Choisissons comme base orthonormée le base 3§ considérée plus haut. Soit

feC°

(l) {n'x{exp{sUj))f){t) = f{t+ (0,...,0,5,0,...,0)

ie place

On en déduit que {{n'x)t{Uj)f){t) = df{t)/dt¡.

(2)
{n'x{exp{sVj))f){t) = f{t)exp 2niX \sVj+s ¿ZtlUi,Vj

L/=l

= f{t)exp[2nis{X{Vj) + djtj)} .

On en déduit que {{n'x)*{Vj)f){t) = f{t)2ni{X{Vj) + djtj).

(3) {n'x{exp{sWj))f){t) = f{t)exp[2niX{sWj)].

On en déduit que {{n'x)*{Wj)f){t) = 2niX{Wj)f{t).

On a donc l'expresion suivante:

d2f,
i

i=\   0li \i=\ 7=1 )

Remarquons que A'x m est unitairement conjugué à l'opérateur A" m défini par

d2f
i

*um = -Ey-w+4*2 E42'2 + E«)2 /(o-
,=1   °li \i=\ 7=1 /

En effet, si a est le vecteur de Rk dont la 7-ème composante est X{Vj)/dj et

T l'opérateur unitaire de ¿¿(R*) défini par {Tf){t) = f{t -a) {f e F¿(Rfc)

et t e Rk), alors on a la relation suivante:  T oA'x m = Ax m o T.

D'après ce que l'on vient de voir, il suffit de calculer les valeurs propres de

l'opérateur A" m . Pour cela, on va utiliser les fonctions d'Hermite définies par

//p(r) = exp^)x|^exp(-||i||2)
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où || • || désigne la norme euclidienne usuelle sur R^ et p = {p\, ... , pk) est

un élément de Nk (on a posé |p| = ]T)/=i Pi) ■ H est connu [9] que {Hp}pGNk est

une base orthogonale de L2:{Rk) et que pour tout p = (j?i, ... , pk) dans Nk ,

on a la relation suivante:

t2Hp{t) - -j^{t) = {2p, + \)Hp{t)   pour i=\,...,k.

Donc, si l'on pose Kp{t) - Hp{t\{2ndi)xl2, ... , tk{2ndk)xl2), on a la relation

suivante:

-^nrW = {-^n2dft2 + 2n{2Pi + \)d,)Kp{t)   pour i = 1,..., k.
otf

Un calcul facile montre alors que: Ax mKp - p{X, p, m)Kp où l'on a posé:

/ k

p{X,p,m) = An2Y,(¿{Wj))2 + 2nY,(2Pi + m-
7=1 1=1

On déduit donc que si A n'est pas identiquement nulle sur g', Z(A, m) =

{p{X, p, m) ; p G N^} où p{X,p,m) est le nombre défini ci-dessus et où,

rappelons-le:
(1) {Wj}i<j<¡ est une base orthonormée de gx pour la métrique m.

(2) ±id/ pour j = l, ... , k sont les valeurs propres non nulles de

l'opérateur ux , antisymétrique par rapport à m, défini par

Bx{X, Y) = m{X, ux{Y))   pour X, Y e g.

2. Remarque. D'après les résultats de la première partie, les nombres

p{X, p, m) ne doivent dépendre que de l'orbite de A. Or si A' est dans cf{X),

il existe X dans g tel que A' = A + A o adx (puisque {Iexpx)* — Id + ad^).

Donc si l'on définit BX<{X, Y) = X'{[X, Y]) pour X, Y dans g, Bv = Bx
puisque g est nilpotente de rang deux. On en déduit que gx = gXi et que, avec

des notations évidentes, d'j = dj pour j = l, ... , k {k = (dim g - dimg^/2).

D'autre part, si Y e gx, X'{Y) = X{Y) + X{[X, Y]) = X{Y), ce qui montre bien

que p{X, p, m) = p{X', p, m).

La fin de cette partie est consacrée à l'étude de l'ensemble sf {Y), c'est-à-dire
à la caractérisation des A dans g* tels que la représentation nx apparaisse dans

la représentation quasi-régulière de G dans L$,{Y\G), et des nombres mx pour

A dans s/{Y).
Rappelons que si Y et un sous-groupe uniforme de G, log T engendre g

[18]. Soit S? le réseau engendré par logT (logT n'est pas supposé être un

réseau) et g<j l'ensemble des combinaisons linéaiures à coefficients dans Q

d'éléments de S? (g<j ~ J? ®z Q), alors les constantes de structure de g par

rapport à n'importe quelle base formée d'éléments de gQ sont rationnelles et

g<2 peut donc être muni d'une structure d'algèbre de Lie rationnelle [18]. Par

la suite, on dira qu'une sous-algèbre fi de g est rationnelle (pour la structure

rationnelle induite par Y) si dimR rj = dimQ h, n gQ . D'autre part, si A est dans

g*, on appelle polarisation de A une sous-algèbre subordonnée maximale par
rapport à A telle que dimfj = (dimg + dimgA)/2 (g¿ désigne toujours le noyau

de la forme bilinéaire Bx définie par BX{X, Y) = X{[X, Y]) pour X, Y dans

0)-
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Par la suite, on va considérer les couples (X, H) où X est un élément de

g*, t) une polarisation de A et X le caractère défini sur H = exp(fj) par

X{expX) = exp{2niX{X)) pour X e t>. Un tel couple (Ä, H) est appelé un

point entier si f) est une polarisation rationnelle et si X{H n Y) = 1.

Remarquons que G opère sur les couples (Ä, H) de la manière suivante:

x • (X, H) = (Xo Ix, Ix-, {H)) {Ix désigne toujours l'automorphisme intérieur

y h-> xyx~x pour y e G). On vérifie facilement que le stabilisateur de (A, H)
pour cette action est H et que Y opère sur l'ensemble des points entiers. Fi-

nalement, d'après les résultats de la première partie, un couple (X, H) induit

une représentation unitaire irréductible. Ceci étant dit, on a le résultat suivant

[13].

3. Proposition. Si (X,H) induit la représentation n, alors n apparaît dans la

représentation quasi-régulière de G dans L}.{Y\G) avec une multiplicité égale

au nombre de Y-orbites dans l'ensemble des points entiers de la G-orbite de

(A, H) {étant entendu que n apparaît si et seulement si il existe un point entier

dans la G-orbite de (X, H).

Cette proposition est vraie pour tout groupe G nilpotent simplement connexe

possédant un sous-groupe uniforme. On va voir que, dans le cas où G est de

rang 2, cette proposition prend une forme beaucoup plus explicite. Par la suite,
on supposera donc toujours que G est un groupe de Lie nilpotent simplement

connexe de rang deux.

On va avoir besoin de construire une base de g qui soit adaptée au problème.

4. Lemme. Soit A G g* dont la restriction à g' est non nulle et tel que BX{X, Y)

e Z pour X, Y G log T, alors il existe une base de g, {Ui, ... , Uk , Vx, ... , Vk ,
W\, ... , W¡} {2k + l = dim g) formée d'éléments de logY et des entiers

r\, ... ,rk tels que

(1) BX{U,, Uj) = BX{V,, Vj) = BX{U,, Vf) - nSij = 0 pour \<i<j<k.
(2) {W\,..., W¡} est une base de gx  (/ = dimg^).
(3) {W\, ... , Wq} est une base de g'   {q = dim g').

(4) g'niogr = e?=1z^.

Preuve. Notons Jz? le réseau engendré par log T. Soit J^ = {BX{X, Y);

X, Y e Sf} n R+* et n = inf S\. Remarquons que r\ est non nul puisque A
est non nulle sur g' et que S? engendre g. Il existe donc U° et V® dans S?

tels que BX{U\, F,0) = r{. Alors g = {RU° © RF,°) ®33 , & étant l'orthogonal

de Rt/p © RF,° pour Bx . On va voir que S1 = ZC/° © ZF,° © {33 n S?).

En effet, soit X dans S1, X = aU° + ßVf + X' où X' e 33. Ecrivons
a = [a] + a' où [a] désigne la partie entière de a et a' G [0, 1 [, alors

X - [a]U° e £? et BX{X - [a]U°, V{°) = a'rx . Comme a' e [0, 1[, on a

forcément a' = 0. On en déduit que a e Z, puis, par un raisonnement ana-

logue, on montre que ß e Z, ce qui montre bien que S? = Zt/f © ZF,0 ©

{33 n S?). En considérant J^ = {BX{X, Y) ; X, Y e {33 n Sf)} n R+* et
r2 = inf J^, on peut continuer le raisonnement et construire une base de -S",

{t/f, ... , U°, F,0, ... , Vk°, W°, ... , W¡0} qui vérifie les propriétés (1) et (2)
du lemme.

Remarquons que log T n g' est un sous-réseau de g^ n -2^, il existe donc une

base {H7,1, ... , Wx} de gxnS? et des entiers s\, ... , sq  {q = dim g') tels que
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{s\ Wx, ... , sq Wx} soit une base de log T n g'. Donc si l'on pose W2 = s¡ Wx

pour \ <i <q et W2 = Wx pour q < i < l, {U°, ... , U°, V°, ... , Vk°,

Wx2, ... , W¡2} est une base de g vérifiant les propriétés (1), (2), (3), (4) du
lemme. Il ne reste plus qu'à montrer que l'on peut choisir une base de g

vérifiant les quatre propriétés précédentes et constituée d'éléments de log T.

Or si X e^f , X = ¿2?=iPiXj où p¡ G Z et X, e logT pour 1 < i < N, donc

(   1 1exp( X) = JJ exp{p,Xj) exp I - - Y^PiPj[X¡, Xf]    .
M \ i<J J

On en déduit que X + \ Y,i<jPiPj[Xi, Xj] e log T. On peut donc choisir des

éléments Uf (resp. F,3, W?) de g'n^f tels que U¡ = Uf + Uf (resp. V¡ =

V,°+ V> ; Wj = Wf+Wf) soit un élément de logT pour 1 < i < k et \ <j <l

(on choisit évidemment Wf = 0 pour 1 < / < q). Comme g'cji, la base

{U\, ... , Uk, V\, ... , Vk, W\, ... , W¡} est une base de g formée d'éléments
de logT vérifiant les propriétés (1), (2), (3), (4).   D

Avant de continuer, on a besoin de résultats sur la structure des groupes de

Lie nilpotents simplement connexe et de leur sous-groupe uniforme.

5. Définition. Soient Y un sous-groupe uniforme d'un groupe de Lie nilpotent

simplement connexe de dimension n et y\, ... ,yn des éléments de Y. On dit

que {yi,... , y„} est une base canonique de Y si

(a) Tout élément y de T s'écrit sous la forme y = Y["=l yf' où {p\, ... , p„) e
Zn .

(b) L'ensemble Y¡ = {yfi---y^J-yn" où p¡ e Z pour i < j < n} est un

sous-groupe normal de Y.

(c) Le groupe r,/T(+i est isomorphe à Z pour 1 < / < n - 1.

6. Remarque. On vérifie facilement, en utilisant les conditions (b) et (c), que

l'écriture y = Y["=l yf1 est unique.

On va voir maintenant que la base de g construite au lemme A.4 permet de
construire une base canonique de Y. De manière plus précise, on a le résultat

suivant:

7. Lemme. Soient G un groupe de Lie nilpotent simplement connexe de rang

2, Y un sous-groupe uniforme de G et X un élément de g* tel que BX{X, Y) e

Z pour X ,Y G logT, soit {A/}i</<„ {n = dim G) une base de g formée
d'éléments de logT vérifiant les propriétés (1), (2), (3), (4) du lemme A..A, alors

{exp(Xi), ... , exp{Xn)} est une base canonique de Y.

Preuve. On peut écrire cette base sous la forme {Y\, ... ,YS,Z\, ... ,Zq} {q =

dim g' ; 5 = dimg - /) où {Z\, ... , Zq} est une base de logT n g'. Soit p la
projection de G sur G/G', alors p{Y) est un sous-groupe uniforme de G/G'.

En effet:
(a) p{Y) est une sous-groupe discret de G/G'. En effet, supposons qu'il ex-

iste une suite {yn}n>o d'éléments de Y telle que la suite {p{yn)}n>o converge

vers p{ 1 ) ( 1 est l'élément neutre de G) et que ses termes soient deux à deux dis-

tincts. Il existe une suite {x„}„>o d'éléments de G' telle que limn^+oo ynx„ -

1.  Or G' n T est un sous-groupe uniforme de G'  [18], on peut donc écrire
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xn = ô„y„ où ô„ G TnG' et {yn}n>o est une suite d'éléments de G' admettant

une sous-suite {ya„}n>o convergente. Comme lim„^+00 ya„âa„ya„ = 1, la suite

{Ya„ôa„}n>o est convergente, donc constante à partir d'un certain rang, ce qui

contredit le fait que les termes de la suite {p{yn)}n>o sont deux à deux distincts.

{ß) p{Y)\G/G' est compact. En effet la projection p : G -» G/G' induit

une projection continue p' : Y\G -» p{Y)\G/G'. Ce qui montre bien que p{Y)

est un sous-groupe uniforme de G ¡G'.

Comme G/G' est un groupe abélien simplement connexe, p{Y) est un réseau

et, d'après la preuve du lemme A.4, il est clair que {p{exp{Y{)),... , p{exp{Ys))}

est une base de p{Y). Comme {Z\, ... , Z¡} est une base de logTn g', tout

élément y de T s'écrit sous la forme

i /

y = Y[ exp(a, Y¡) JJ exp{bj Y¡)   où a,-, b¡■ e Z {1 < i < s ;  1 < j < l).
1=1 7=1

Les propriétés (b) et (c) proviennent directement du fait que G' est abélien et

que {p{exp{Y\)), ... , p{exp{Ys))} est une base du réseau p{Y).   D

Le théorème suivant, dû à Mal'cev [12], permet d'obtenir un système de

coordonnées sur G qui est adapté au problème qui nous intéresse.

8. Théorème. Soient G un groupe de Lie nilpotent simplement connexe de

dimension n et Y un sous-groupe uniforme de G. Si {y\, ... , y„} est une

base canonique de Y et X, = log y, pour l < i < n, alors

(a) L'application Rk -» G, t = (îj ,..., t„) •-» Y["=l exp{tjXj) est un difféo-
morphisme.

(b) Pour \ < i < n, G, = {Y[nj=iexp{tjXj); {ti, ■■■ ,t„) G R"-,+1} est un

sous-groupe fermé normal dans G.

(c) Pour 1,..., j < n — 1, le groupe G,/G,+i est isomorphe à R.

On va maintenant obtenir une version plus explicite de la proposition A. 3.

Avant d'énoncer les résultats obtenus, remarquons que Bx induit une forme

bilinéaire antisymétrique non dégénérée sur g/gx que l'on notera Bx et que,

bien que log Y ne soit pas, a priori, un réseau, son image Jïfx dans g/g^ en est un

(puisque si X, Y e \ogY, alors X + Y + \[X, Y] e logY et [X, Y) e g' c gx).

9. Proposition. Soient G un groupe de Lie nilpotent simplement connexe de

rang deux, Y un sous-groupe uniforme de Get X un élément de g*. Alors,

avec les notations introduites précédemment, la représentation %x apparaît

dans la représentation quasi-régulière de G dans F2:(r\G) si et seulement si,

A(logT n gx) c Z. La représentation nx apparaît alors avec la multiplicité

mx = 1 si A(g') = {0}, mx = {detBx)x/2 si A(g') ^ {0}, le déterminant étant

calculé par rapport à n 'importe quelle base de ¿x ■

10. Remarque. La condition apparaissant dans la proposition a bien un sens

puisque si p est dans l'orbite de X, p = X + Xo adx où X e g. On en déduit

que Bx = Bfi, donc gx — g^, et que A et p coïncident sur gx.

Preuve de la Proposition 9. Si la restriction de A à g' est nulle, la sous-algèbre

maximale qui polarise A est g et la condition ci-dessus est celle de la propo-

sition A.3 (puisque gx = g). Supposons maintenant que la restriction de
A à g'  ne soit pas nulle est que la représentation nx  apparaissent dans la
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représentation quasi-régulière de G dans Lj,{Y\G). Quitte à changer A en

A -(- A o adx {X e g), on peut supposer qu'il existe une sous-algèbre f) qui

polarise A telle que (A, H) soit un point entier (on a posé H — exp(fj) et

A est le caractère défini sur H à l'aide de A). Comme une sous-algèbre qui

polarise A contient gx, on a forcément A(g¿nlogr) c Z (puisque X{HnY)
= 1). Réciproquement, supposons que A soit tel que A(g¿nlogr) c Z. Si
X, Y G logr, alors [X, Y] e logT (puisque [exp{X), exp{Y)] = exp{[X, Y])),
donc BX{X, Y) e Z puisque j'cbj. On peut donc construire une base de

g {[/,,..., Uk, Vx,...Vk, Wx,..., W,} (/ = dim0/l et 2k + l = dimg) et
des entiers r\, ... ,rk comme dans le lemme A4. Alors fi = RW\ © • • • ©

RW¡ © RFi © • • • © RVk est une sous-algèbre rationnelle qui polarise A. Notons

H = exp(f)) et X le caractère défini parÂ(exp(A')) = exp{2niX{X)) où X e\\;

il suffit de montrer qu'il existe un point entier dans l'orbite du couple (X, H).

Rappelons que l'action de G est donnée par g. (A, H) = (X~oIg, Ig-i{H)) où

Ig est l'automorphisme intérieur y i-> gyg~x {g, y G G). Comme t) contient

l'algèbre dérivée, f) est un idéal et H est un sous-groupe normal de G, on en

déduit que g • {X, H) = {X o Ig, H). Ecrivons g et X sous la forme suivante:

k k l

g=Yi cxp(x' u') n exptov') n exp(z; vj) -
1=1 1=1 7=1

(* / \ k l

Y^{UiU,+ViVi) + Y^ wjWj = Y,(u>a>+v>ßi)+E wini ■
1=1 7=1 / 1=1 7=1

Posons X = log g et remarquons que

HnY = i f[exp{tiV¡) f]exp{SjWj) où (t,, ... , tk) G Zk et (5,, ... , s¡) e Z1
[i=\ 7=1

Un calcul facile montre que

Ylexp{tiVi)l[exp{SjWj)
i=l 7 = 1

(k l

H exp{tp VP + [X, tp Vp\) J] exp(59 Wq + [X, sq Wq])
p=l q=\

= exp ( 2niX I ¿ tpVp + [X, tpVp] + ¿S?H/ + [X, sqWq]

\ \P=1 9=1

= exp J 2ni   Y^ h(aP + vpxp) + E W«
\ \P=1 9=1

Comme, par hypothèse, A(logT n gJcZ, r\qeZ pour q = 1,...,/. Donc,

pour que le couple {Xo Ig, H) soit un point entier, il faut et il suffit que ap +

rpxp G Z pour p = l, ... , k. En particulier, si l'on choisit xp = -ap/rp

pour p = l, ... , k, {Xo Ig, H) sera un point entier et la représentation nx
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apparaîtra dans la représentation quasi-régulière de G dans Lç(Y\G), ce qui

achève la preuve. Remarquons que l'on peut jiussi calculer la multiplicité avec

laquelle nx apparaît. En effet, l'orbite de (Ä, H) est l'ensemble des couples

{{Xß>, H)}ß'eRk où Xß' est le caractère de H défini par

Xß>    Il exP(5/>F7>) Il exP('9**?)    = exP   2ni \ E P'qsP + E M«
\p=l q=\ ) \ [p=l 9=1

De plus, le calcul effectué précédemment montre que le couple {xß>, H) est un

point entier si et seulement si ß' e Zk et que deux points entiers {Xß>, H) et

{Xß" , H) sont dans la même T-orbite si et seulement si ß\ = ß" mod r, pour

i = l, ... , k. Onen déduit que la représentation nx apparaît avec multiplicité

n ■ • ■ rk .
Il est clair que les images des vecteurs U\, ... ,Uk,V\, ... ,Vk forment une

base de -2¿ , donc

detFA = {det{Bx{U,, ^)),<iJ<k)2 = (fin) D

Pour terminer cette partie, on va voir que dans certains cas, la description de

l'ensemble s/ (Y) peut être simplifiée.

11. Définition. Soit G un groupe de Lie nilpotent simplement connexe, un

sous-groupe uniforme Y de G est appelé un réseau si logT est un sous-groupe

de g.
Un résultat, dû Moore [14], assure que si Y est un sous-groupe uniforme

d'un groupe de Lie nilpotent simplement connexe, il existe deux réseaux Ti et

T2 tels que Y\ c Y c Y2 et que Y\ soit d'indice fini dans Y2 . Dans le cas où
T est un réseau, on peut utiliser la proposition A. 9 pour retrouver un résultat

connu [14].

12. Proposition. Soient G un groupe de Lie nilpotent simplement connexe de

rang deux et Y un réseau de G, une orbite (f est adaptée à Y si et seulement

si il existe Xecf tel que A(logT) c Z.

Preuve. Il est clair que si A G g* est tel que A(log T) c Z, alors son orbite tf

est adaptée à Y. Réciproquement, soit A G g* tel que A(logTng/l) c Z. Si
la restriction de A à g' est nulle, alors gx = g et A(logT) c Z. Supposons
maintenant que la restriction de A à g' ne soit pas nulle; d'après ce que l'on

a vu précédemment la forme Bx prend des valeurs entières sur log Y et il ex-

iste une base de logT, {U\, ... , Uk, V\, ... , Vk, W\,..., W¡} et des entiers
ri, ... , rk comme dans le Lemme 4. Ecrivons A sous la forme

(k i \       k i

Y^iU + VjVi) + J2 wJWi    = E(a<"< + &vi) + E "JWJ ■
1=1 7=1 / ' = 1 7=1

Par hypothèse, n¡ e Z pour j = 1, ... , /. Si X = Y1¡=\{xíUí + J7;^) +

YJj=\ zjWj, alors p = X + Xo ad* est dans d'orbite de A et un calcul facile
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montre que

(k i \       k i

E("i^i + VW) + Y WjWj    = Ei(a' - Wf)«J + (ßi + x'ri)Vi] + E niwi ■
1=1 7=1 / 1=1 7=1

Donc, si l'on choisit y¡ = a ,■//•,■ et x, = -ßi/r, pour i = \, ... ,k, on aura

bien p{\ogY) c Z.   D

13. Remarque. D'après le calcul qui vient dêtre fait, si A et p sont deux
formes linéaires, p est dans l'orbite de A si et seulement si p a même restric-

tion que A à gx .

Appendice B

Dans cet appendice, on étudie deux cas particuliers et on redémontre la

Proposition III. 7, dans ces cas particuliers, en utilisant une technique un peu
différente.

Exemple I. Soient n et p deux entiers strictement positifs. Notons Gn,p le

groupe de Lie difféomorphe à R2n+l+p dont la loi de groupe est donnée par

{x, y, w , z) • {x', y', w', z') = {x + x', y + y', w + w', z + z' + {x, y'))

où x, y, x', y' e R" ; w, w' e Rp ; z, z' e R et ( •, • ) désigne le produit
scalaire usuel sur R". G„tP est le produit direct du groupe de Heisenberg

H„ = {{x, y, 0, z) g G„,p} et de Rp. On vérifie facilement que l'algèbre

de Lie de G„ ,p est gn yP = R2n © Rp © R où, si {Xx, ... , Xn,Yx, ... ,Yn}

{resp. {Wi, ... , Wp} ; {Z}) désigne la base canonique de R2" {resp. Rp ; R),

les seuls crochets non nuls entre les éléments de la base 33 = {X\,..., Xn,

Y\, ... ,Yn,W\, ... ,WP,Z} sont [X¿, Y¿] = Z pour / = 1, ... , n . On en

déduit que pour tout X, Y e R2" © R" = R2n+P, [X, Y] = A{X, Y)Z où

A est la forme bilinéaire antisymétrique dont la matrice par rapport à la base

{Xl,...,XH,Yl,...,YH,Wl,...,W,} est

/ 0n     I„     0

Jn,p=      'h     &n      0
V o    o   ep¡

On vérifie que gn>p est une algèbre de Lie nilpotente de rang deux dont le centre

est 3 = Rp © RZ et l'algèbre dérivée est g'„ p = RZ. D'autre part, on voit

facilement que l'application exponentielle est donnée par exp((x, y, w , z)) =

{x, y, w, z + \{x, y)) pour x, y e R" ; to G Rp et z G R.

On va tout d'abord classifier les sous-groupes uniformes de Gn,p ■ Pour cela,

on introduit l'ensemble 3l„ = {r = {r\, ... ,r„) e {W)n tels que r,- divise r¡+\

pour i = 1,..., n — 1} et on note ôr la matrice carrée diagonale d'ordre 2n+p

dont les coefficients diagonaux sont r\, ... ,rn, 1, ... , 1 . Soit
'     -v-'

n+p fois)

rr = -j {x, y, w, z) e Gn¡p tel que  I y j G <5rZ2"+" , z G

on vérifie facilement que Yr est un sous-groupe uniforme de G„>p . En fait,
tous les sous-groupes uniformes de G„,p sont de cette forme. De manière plus
précise, en raisonnant comme dans [7, Théorème 2.4], on montre
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1. Proposition. Soit Y un sous-groupe uniforme de G„,p, il existe <p e

Aut(G„iP) et r e 2¡n tels que <p{Y) = Yr. De plus, si r ^ s {r, s G 3n)

les groupes Yr et Ys ne sont pas isomorphes en tant que groupe abstrait {en

particulier, les variétés Yr\Gn,p et Ys\G„yP ne sont pas homéomorphes).

On va maintenant voir que, comme dans le cas du groupe de Heisenberg Hn

[16], on ne peut pas construire de déformations isospectrales non triviales à

l'aide de la proposition III.3. En effet.

2. Lemme. Soit Y un sous-groupe unfiorme de G„tP, alors AIA(G„:P; Y) =

Inn(G„,p).

Prewe. Il suffit de démontrer le lemme dans le cas r = Yr où r e 3in et,

comme les groupes considérés sont simplement connexes, il suffit de démontrer

que AID(g,rr) = Inn(g). Soit D G AID(g;Tr), alors D(nXi) G \s,r¡X¿\
et D{Y¡) G [g, Y,] (i = 1,...,»); D(Wj) e [g,Wj] {j = \,...,p) et
D{Z) g [g, Z] puisque ces vecteurs sont dans logT. On en déduit que D{Z) =

D{Wj) = 0 {j = l, ... , p) et qu'il existe des réels a, et ßj {i = \, ... , n)

tels que D{X¡) = a¡Z et D{Y¡) = ßtZ . Donc, si l'on pose X = £"=1 ßiX, -
a,y;, D — ad^-. On en déduit que AID(g„;P; Yr) c Inn(g„tP). L'inclusion

Inn(g„iP) c AID(g, Y) étant évidente, le lemme est démontré.   D

On peut maintenant démontrer ("rigidité spectrale"):

3. Proposition. Soient Y un sous-groupe uniforme de G„yP, {ms}s€[ une famille

continue de métriques invariantes à gauche. Si les variétés (Y\G„yP , ms) sont

deux à deux isospectrales, elles sont deux à deux isométriques.

Preuve. On va imposer deux normalisations successives. Tout d'abord, d'après

le proposition B.l, il existe <p e Aut(G„jP) et r e 3n tels que <p{Y) - Yr.

Comme les variétés {Y\G„yP,ms) et {Yr\GnyPy{tp~x)*ms) sont isométriques, si

l'on pose m^ = {q>~l)*ms, {m's}s€¡ est encore une famille continue de métriques
invariantes à gauche (puisque tp G Aut(G„;P) et que, sur gn,P ,

m's ='{tp-x)ms{ç>-x))

qui est telle que les variétés (rr\G„jP , m's) sont deux à deux isospectrales {s e

I). Définissons maintenant le vectuer Xs e gn,P par

Xs = (E m's{Xi, Z)Yf - m'^Y,, Z)xA j m's{Z , Z)

et appelons tps l'automorphisme intérieur tel que {(ps)* = Id-l-adxs. Alors

{<PsUXd = X, - m!s{Xi, Z)m's{Z, ZyxZ

et

{(PsUYi) = y-m^y,, Z)m's{Z, Z)~XZ

pour i= l, ... , n; {<ps)*{wj) = wj Pour j = i, ■■■ ,P et {(ps)»{Z) = Z . On

en déduit que, si l'on pose m" = (^)*m^ pour sel, alors:

(1) Pour tout 5 G /, les variétés {Yr\GnyP, m's) et (rr\G„,p, m") sont

isométriques.
(2) La famille {m"}s€¡ est une famille de métriques invariantes à gauche qui

est clairement continue (puisque l'application íhji¡ est continue).
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(3) Pour tout 5 G /, et ; G {1,...,«}, i<(Z, Xj) = m'J(Z , Y;) = 0.
Il résulte de (1) que les variétés {Yr\GnyP, m") sont deux à deux isospec-

trales. La fin de la preuve va consister à montrer que l'application 5 h-» m" est

constante. Soit y/ l'automorphisme de Gn>p tel que

i//*{Xi) = Xi   et   y/*{Yi) = Yj       pour/= 1,...,« ;

V.(Wj) = Wj - m's'{Wj, Z)m's'{Z , Z)~XZ   pour ; = 1, ... , p ;

V*{Z) = Z.
D'après le proposition III. 6, y/ est indépendante de s et si l'on pose m"' =

W*m", alors:

(a) Pour tout s e I, les variétés {y/~x{Yr)\Gn,p, va."') et {Yr\G„iP ,va") sont

isométriques, donc isospectrales.
(b) La famille {m"'}je/ est une famille continue de métriques invariantes à

gauche.
(c) Pour tout 5 G / et pour tout X e R2n+P = R2n © Rp , va'^'{X, Z) = 0.

Soit n: {y/-x{Yr)\G„yP,va's') -» {X\R2n+p,ns) {x, y, q, z) ~ {x, y, w)

où ns est la restriction à R2n+P de m"' et S'r est le réseau âr • Z2n+P . D'après la

propriété (c), n est une submersion riemannienne dont la base est un tore plat.

De plus, comme le centre d'un groupe de Lie est totalement géodésique pour

une métrique invariante à gauche (en effet, si ( • | • ) est une métrique invariante

à gauche et si V désigne la connexion associée, alors {VxX\Y) = {[Y, X]\X)

pour X, Y dans l'algèbre de Lie), on a une submersion riemannienne à fibres

totalement géodésiques. Donc, si X désigne le spectre commun aux variétés

(r\G, vas), pour tout s G /, le spectre du tore plat (Jz^\R2"+p , n^) est contenu

dans X [1]. Comme l'application s i-> ns est continue, on en déduit que cette

application est constante. Donc pour tout s e I ,ns -nSo. Or si X, Y e R2" ,

m':{X, Y) = m':'{X, Y) = m'^X, Y) = m's'0{X, Y)

et si X G R2" et W e Rp ,

<(*, W) = <(AT, W) = <(AT, W) = m';0{X, W)

(puisque va"{X, Z) = 0 pour X G R2"). Comme la restriction de m" au centre

est indépendante de 5 on en déduit que pour tout sel, m£

les variétés (Y\G„tP,ms) et {Y,\Gn<
est démontrée.   D

m" . Commeso

sont isométriques, la proposition

Exemple IL Soit g l'algèbre de Lie de dimension 6 ayant comme base 33 =

{Xi, X2,Y\,Y2,Z\, Z2} , les crochets non nuls entre les éléments de 33 étant:

\X\, Y\\ ~ [X2, Y2] = Z\, [X\, Y2] = Z2. Alors g peut être vue comme
l'algèbre de Lie du groupe de matrices suivant:

G=t

/ 1     X\     X2     Z\

0    1     0    vi

a{xi ,x2,yl,y2,zl, z2) =

0
\

0    0
0    0

0

1
0

,V2

1

1   xi    z2

0    l   y2 ,

0   0    l /

où {x\, x2,y\,y2, z\, z2) e R6 . On vérifie facilement que la loi de groupe est



458 HUBERT PESCE

donnée par

o{x,y,z\, z2)-a{x', y', z\, z'2)

= a{x + x', y + y', z, + z\ + {x, y'), z2 + z'2 + xxy'2)

où x = (xi, x2), y = (jvi, y2), x' = {x\, x'2), y' = {y\, y'2) sont des éléments

de R2 et où ( • , • ) désigne le produit scalaire usuel dans R2 et que

exp{{x,y, z)) = a{x,y, zx + \{x, y), z2 + \xxy2)

où l'on a posé

(x, y, z) = xxX\ + x2X2 +y\Yx+ y2Y2 + z\Zy + z2Z2.

On vérifie facilement que g est une algèbre de Lie nilpotente de rang deux

dont le centre 3 est RZi © RZ2 et dont l'algèbre dérivée g' est égale à 3.
On se contentera ici d'étudier le cas où Y est le sous-groupe de G constitué

des matrices à coefficients entiers. Un calcul facile [6], montre qu'un endomor-

phisme F de g est un élément de AID(g, Y) si et seulement si

(1) Im(F)C3;

(2) D{X2) e RZ, ; D{Yi) e RZi.
On en déduit que dim AID(g ; F) — 6. Comme dim Inn(g) = dim g/3 =

4, AIA(G; T) j¿ Inn(G) et on vérifie facilement que les deux dérivations D\

et D2 qui sont telles que D\{X\) — D2{Y2) — Z\ et qui sont nulles sur les

autres vecteurs de la base 33 engendrent un supplémentaire de Inn(g) dans

AID(g ; Y). On peut alors montrer qu'il existe des déformations isospectrales

non triviales de la forme {Y\G, ms) où ms est de la forme ms = <p*vas où

(ps G AIA(G;T) [4, 6]. De plus, De Turck, Gluck, Gordon, et Webb ont
étudié le comportement de la 'masse" d'une classe d'homologie lors d'une telle
déformation [3]. On va voir, qu'en fait, toutes les déformations isospectrales

sont de ce type, comme c'est le cas pour les groupes de Lie nilpotent simplement

connexe non singuliers et pour les groupes GKyP . En effet:

4. Proposition. Soient G et Y comme ci-dessus, soient {ms}je/ une famille

continue de métriques invariantes à gauche. Si les variétés (r\G,m.5) sont

deux à deux isospectrales, il existe une famille continue {Ws}sei d'éléments de

AIA(G ; T) telle que pour tout s e I, on ait ms = y/*vaSo, (so G /).

Preuve. On va tout d'abord, comme dans le cas de Gnp, construire, à l'aide

d'éléments de AIA(G; Y), une famille continue {m^}J€/ de métriques invari-
antes à gauche répondant à certaines conditions de normalisation. Pour cela

remarquons que pour tout 5 G /, il existe un unique élément X[{s) G 3 tel que

vas{Xi + X[{s), Z) - 0 (en effet, l'application Z \-> vas{X\, Z) est dans 3*, ce

qui assure l'existence et l'unicité d'un tel élément). De plus, on vérifie facilement

que l'application s >-> X[{s) est continue. De même, on démontre l'existence

d'une application continue de / dans 3, s i-> Y2\s) telle que pour tout Z g 3,

vas{Y2 + Y¡{s), Z) = 0. Comme l'application AID(g ; Y) -> 3 © RZ, © RZ2 © 3,
D i-> {D{Xi), D{X2), D{Yy), D{Y2)) est un isomorphisms d'espaces vectoriels

(puisque cette application est injective et que les deux espaces sont de dimen-

sion 6), il existe un famille continue {Ds}s€[ d'éléments de AID(g; Y) telle
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que pour tout s G /, on ait

Ds{Xl) = X[{s);

Ds{Y2) = Y2\s);

DS{X2) = -ms{X2, Zl)ms{Zl, ZX)~XZX ;

A(7,) = ~vas{Y,, Zl)ms{Zl, Zl)~xZl.

Soit (ps l'élément de AIA(G; Y) tel que {tps)* = Id+F^; alors la famille de
métriques {m^}je/ définie par m's = <p*ms est une famille continue de métriques
invariantes à gauche telles que pour tout s G / :

(1) Les variétés (r\G, m^) et (r\G, m's) sont isospectrales.

(2)Pourtout ZG3, m's{Xi, Z) = m's{Y2, Z) = 0, m's{X2, Z,) = m^Fi, Zt)
= 0.

Pour terminer la preuve, il suffit de montrer que l'application 5 >-> m's est

constante. En effet, si pour tout sel, va's = m'So {so e I) on aura ms =

{<pSo<p~x)*mSo, d'où le résultat voulu avec y/s = (pSQy>^x. Montrons donc que

l'application s i-> m's est constante. Soit A0 dans g* tel que Ao(Zi) = 0 et

Xo{Z2) ̂  0, un calcul facile montre que g¿0 = RX2 © RYi © RZ] © RZ2 et que

l'orbite de Xo est l'ensemble des éléments de g* qui coïncident avec Xo sur

gx0. D'autre part, un tel A G g* est adapté à Y si A(logTn g^) c Z, c'est-

à-dire si X{X2), A(Yi) et X{Z2) sont des entiers (rappelons que X{Z2) / 0).

Notons ns la restriction de va's à g¿0, alors, en raisonnant comme dans la

proposition III.6, on prouve que si {t/,-(s)}i</<4  est une base orthonormée

de g^ pour la métrique n,, EfLiiWfa)))2 = EtiW^^o)))2 pour tout
s e I et pour tout A adapté à Y tel que X{Z\) = 0 et A(Z2) ̂  0. Fixons

la base 33' = {X2 ,Y\,Z2,Z\} de g¿0 et identifions R3 avec le sous-espace

RX2 ©R7i ©RZ2 de gAo. Soit sf = {{p, s, r) eZ3 tels que r ¿ 0} , d'après ce

que l'on vient de voir, pour tout x e s/ et pour tout sel, 'xn~x =' xn~xx

{so G I). Comme l'ensemble {ax; a e R et x e s/} est dense dans R3,

on en déduit que pour tout x G R3 et pour tout sel, 'xn^'x =' xn~'x.

Il existe donc une forme linéaire fo G (R3)* telle que pour tout x G R3,

m7*x = n~'x + vs{x)Z\, et ceci pour tout sel. Or nSoX2 e R3, donc

Rs0X2 = nsX2 + us{nSoX2)nsZi. En multipliant les deux membres de cette égalité

par 'Zi à gauche, on troue que ^(ns, Z\) - 0, donc nSoX2 - nsX2. On

démontre de même que pour tout sel, nsYi = nSQY\ . Comme on sait que

la restriction de ns au centre est indépendante de s, on a bien montré que

l'application iHns est constante.

Ecrivons maintenant la matrice m^ par rapport à la base 33 de g sous la
forme

m', {s) m'2{s)

fm'2{s)\va'3{s)

où va\{s) (resp. m'3(s)) est une matrice carrée d'ordre 4 (resp. 2) et où va'2{s)

est une matrice à 2 colonnes et 4 lignes. Soit y/ l'automorphisme de G tel que

la matrice de y/t par rapport à la base 33 soit

1
-va'3-x{s)'va2{s)

Remarquons que y/ est indépendant de í , puisque les matrices m'2(s) et m'3(s)
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le sont. Alors la matrice de m" = <p*m's par rapport à la bse 33 est

va"{s)

0

0

m'{s)

avec m"(s) - va[{s) -m2(í)m3(í)  Xtva'2{s). Donc, comme dans le cas de G„yP ,

on a une submersion riemannienne à fibres totalement géodésiques:

{y/-x{Y)\G,m"{s))^{R4/Z\m'{{s))

a{x,y, z) h-> {x,y)

dont la base est un tore plat.

Par le même raisonnement que pour Gnp , on montre que Implication 5 »-»

va"{s) est constante. Comme il en est de même pour les applications s h-> m2(s)

et in» m'3(j), on en déduit que pour tout sel, m', {s) - m\ {so), ce qui montre

bien que l'application 5 >-» m' {s) est constante.   D
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