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THEOREME DE NEY-SPITZER SUR LE DUAL DE SU(2)

PHILIPPE BIANE

ABSTRACT. Let ¢ be a central, noneven, positive type function on SU(2) with
¢(e) < 1. For any polynomial function p on SU(2), let V(p) be the left
convolution operator by p/(1 — ¢) on L2(SU(2)), we prove that ¥ (p)/V (1)
is a pseudodifferential operator of order 0 and give an explicit formula for its
principal symbol. This is interpreted in terms of Martin compactification of a
quantum random walk.

INTRODUCTION

Un théoreme célebre dia a P. Ney et F. Spitzer [N-S] énonce que la com-
pactification de Martin d’une marche aléatoire décentrée dans Z¢ s’obtient en
rajoutant une sphere S?-! a Iinfini.

Je vais montrer dans cet article que ce théoreme admet un analogue lorsqu’on
considére des marches aléatoires a valeurs dans un espace non-commutatif, qui
est le dual de SU(2). Un tel espace est décrit (suivant A. Connes [C]) non
par un ensemble de points mais par une algébre (non-commutative) qui joue
le role d’algébre de fonctions a valeurs complexes sur cet espace. Le dual de
SU(2) est ’espace non-commutatif dont 1’algébre des fonctions est I’algébre du
groupe SU(2), qui est aussi une bigebre. Il y a une notion naturelle de marche
aléatoire sur un tel espace, (voir [B1, P]), ainsi que des fonctions harmoniques
positives pour ces marches aléatoires, ce qui permet de poser le probleme de
la compactification de Martin. La solution de ce probleme améne a considérer
I’extension de C*-algebres

0—% — ¥ — C(8?) -0

ou % est I’algebre des opérateurs compacts sur L2(SU(2)) invariants a droite,
‘I’? est la C*-algebre engendrée par les opérateurs pseudodifférentiels d’ordre 0
invariants a droite sur L2(SU(2)), et a: ¥9 — C(S?) est I'application symbole
principal a valeurs dans ’espace des fonctions continues sur la sphere S2?. Si
I’on considére .%; comme I’algébre des fonctions nulles a I'infini sur le dual
de SU(2), cette extension s’interpréte comme une compactification du dual
de SU(2) par une spheére S? a Pinfini. On verra que I’on peut associer a
une fonction centrale de type positif sur SU(2) un “noyau de Martin”, et que
la compactification de Martin associée est donnée par I’extension ci-dessus. Ce
résultat est un analogue du théoréme de Ney-Spitzer, qui montre la méme chose
lorsque le groupe SU(2) est remplacé par un tore 79 .
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Voici le plan de I'article: Je commence (§1) par faire des rappels sur la com-
pactification de Martin d’une chaine de Markov et le théoréme de Ney et Spitzer,
ensuite (§2) j’introduis différentes algebres associées a un groupe compact puis
(83) je rappelle des résultats obtenus précédemment sur I’équation de Choquet-
Deny dans ce contexte. Au §4 j’introduis le noyau de Martin, ensuite (§5)
j’étudie la version non-commutative de la notion de compactification et j’énonce
le résultat principal (Théoréme 5.1). Ensuite (§§6, 7) je démontre le Théoréme
5.1, puis enfin (§8) j’examine ce qu’il advient dans le cas d’un groupe de Lie
semi-simple.

1. RAPPELS SUR LE THEOREME DE NEY ET SPITZER

1.1. La compactification de Martin d’une chaine de Markov.

Je commence par rappeler des résultats classiques sur la frontiere de Martin
des chaines de Markov (voir [K-S-K, chapitre 10]). Soient E un ensemble
dénombrable, p(x, y) un noyau sous-markovien sur E, qui définit 'opérateur
P:

Pf(x)= p(x, )

yEE

On suppose que la chaine de Markov associée est transiente. Les solutions
positives de I’équation Pf = f sont appelées fonctions P-harmoniques, et les
fonctions P-harmoniques A telles que

(f < het fP-harmonique) = (f = Ak pour une constante positive 1)

sont appelées minimales. Soit U = Y 7° P" le potentiel de la chaine, qui est
donné par le noyau u#(x, y). On choisit une mesure initiale positive r sur E
telle que rU(y) = [pu(x, y)dr(x) soit partout > 0, et on introduit le noyau
de Martin k défini par

k(x,y)=u(x,y)/rU(y).

La compactification de Martin de E est le plus petit espace topologique
compact E contenant E et tel que les fonctions k(x, -) se prolongent par
continuité a E, la frontitre 0E = E\E étant appelée la frontiere de Martin
(cette compactification dépend de r en général). Pour tout ¢ € 9 F , la fonction
k(-, &) sur E est P-harmonique, et pour toute minimale r-intégrable 4, il
existe un unique ¢ € E tel que A est un multiple de k(-, ). Appelant 0 E,,
la partie de la frontiere de Martin correspondant a des minimales, on a alors le
résultat de représentation suivant. Toute fonction P-harmonique, r-intégrable,
f admet une représentation

f=]  k(-,8)dmg(l)

OEn,

avec une mesure positive m;, unique.

1.2. Fonctions harmoniques positives sur un groupe abélien.

Soient 4 un groupe abélien localement compact, et x4 une mesure de prob-
abilités sur A, telle que le semi-groupe engendré par son support est A4 tout
entier. Un résultat dii 2 Choquet et Deny [De] décrit I'’ensemble des fonctions
positives solutions de ’équation u * f = f. Une telle solution peut s’écrire de
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fagon unique sous la forme
f= / edmyg(e)
g,

ou &, est 'ensemble des exponentielles u-harmoniques, c’est a dire des mor-
phismes de groupes e: 4 — R} tels que [, e(g)du(g) =1, et my est une
mesure positive finie sur &, .

1.3. Le théoreme de Ney et Spitzer.

Considerons le groupe 4 = Z¢. L’opérateur de convolution par la mesure
4 est un opérateur Markovien, donné par le noyau p(x, y) = u({y — x}), avec
un potentiel de la forme u(x, y) = u(y — x). On peut donc former le noyau
de Martin, k(x,y) = u(y — x)/u(y) avec pour mesure initiale la masse de
Dirac a lorigine, et construire la frontiére associée. Le résultat de Choquet-
Deny rappelé en 1.2 montre que les harmoniques minimales pour 1’opérateur
P sont les multiples des exponentielles u-harmoniques. Soit ¢ la fonction sur
R4 définie par

$(&) =D e u({y}).

Z4d

On suppose que cette fonction est finie dans un voisinage I’ensemble
{€ € R¥|p(&) = 1}, et que la mesure u est décentrée. L'ensemble &, s’identifie
a {& e RY|¢(¢) = 1} par lapplication & — "),

L’application ¢ est dérivable au voisinage de {¢ € R?|¢(¢) = 1}, par
conséquent (voir [N-S, Lemma 1.1]), I'application /: &, — S4-1 donnée par
[(&) = dp(&)/|dp(&E)| est un homéomorphisme. Ney et Siptzer ont obtenu un
équivalent précis a I'infini du noyau potentiel #(y — x) leur permettant de
montrer que la compactification de Martin s’identifie avec la compactification
naturelle de Z¢ par une sphére S9-! a linfini. Autrement dit, en posant
k(x, u)=e!"'®.%) pour u € $4-! on obtient pour tout x € Z¢ une fonction
continue k(x, -) sur la compactification de Z¢ par la sphere a 'infini S9!,

2. QUELQUES ALGEBRES ASSOCIEES A UN GROUPE COMPACT

2.1. Soit G un groupe compact, d’aprés le théoreme de Peter-Weyl, I’espace
L?(G) admet une décomposition en somme directe hilbertienne

LYG)= ) _E,

PER

ol R est I'ensemble des classes de représentations irréductibles de G et E, est
I’espace des fonctions coefficients d’une telle (classe de) représentation p.

Appelons V(G) l'algebre de von Neumann de G, c’est a dire (voir Dixmier
[Di]) l’algebre des opérateurs bornés sur L?(G) qui commutent avec les trans-
lations a droite

9g()(h) = f(hg).

C’est aussi I’algebre fortement fermée engendrée par les opérateurs de transla-
tion a gauche:

ve(f)(h) = f(g~'h).
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Cette algébre admet une décomposition centrale:

(2.1.1) V(G) = P V,(G)
pER

ou chaque algebre V,(G) est l'algebre de convolution par les fonctions coeffi-
cients de la représentation p (en particulier, V,(G) est isomorphe a8 M, (C),
d, étant la dimension de la représentation p).

V(G) est munie d’un coproduit A qui est un morphisme d’algébres de von
Neumann: A: V(G) — V(G)® V(G) (le produit tensoriel étant pris au sens des
algébres de von Neumann) entierement déterminé par la formule:

A(vg) = 7¢ ® Vg-

On appellera poids de Haar la restriction 2 V' (G) de la trace sur B(L?(G)) (ce
nom étant justifié par la formule: id®troA(a) = tr(a).1, pour a opérateur a
trace dans V(G)).

2.2. Onnote V°(G) la somme algébrique des sous-algebres V,(G), et Z(G)
la sous-algebre formée des opérateurs de V' (G) qui sont compacts.

Un opérateur a = P ,cpa, est dans VO(G) (resp. Zi(G)) si et seulement
si a, = 0 sauf pour un nombre fini de p (resp. si [|a,|| = 0 quand p — oo
dans R).

Lorsque G est un groupe de Lie, on note ¥9(G) la C*-algebre engendrée

par les opérateurs pseudodifférentiels d’ordre 0 invariants a droite (je ren-
voie a Taylor [T] pour la définition et les principales propriétés des opérateurs
pseudodifférentiels). Un opérateur pseudodifférentiel d’ordre 0 posséde un
symbole principal qui est une fonction sur le fibré en sphére cotangent de
G. Lorsque I'opérateur est invariant a droite, cette fonction est déterminée
par sa valeur sur S(7;(G)), et par conséquent I’application symbole prin-
cipal o: ¥9(G) — C(S(T7(G))) détermine une suite exacte de C*-algebres:
0% - ¥ — C(S(T}G))) — 0.
2.3. Lorsque G est un groupe abélien, on peut identifier les algebres ci-dessus
a l’aide du groupe dual G qui est un groupe ¢ discret. Ona R = G et d’apres
(2.1.1), ’algebre V(G) est isomorphe a L°°(G), 0(G) aTlensemble des fonc-
tions a support fini sur 5, et Z(G) a CO(G)‘

Si G est un tore de dimension d, alors G est isomorphe 2 Z¢, et ‘I’? est
isomorphe a I’algébre des fonctions sur Z¢ qui admettent un prolongement
continu a la sphere a l'infini. L’interpretation du coproduit A en termes de
L>(G) est la suivante: L>®°(G)® L>°(G) est isomorphe a2 L>®°(G x G) (il s’agit
d’un produit tensoriel d’algebres de von Neumann) et avec cette identification,
Af(x,y)= f(x+y), donc le coproduit A est la traduction fonctionnelle de la

loi de groupe sur G.
2.4. Onnote £ Pespace vectoriel des fonctions coefficients de représentations

de dimension finie de G . C’est une algebre pour le produit usuel des fonctions
sur G.On a

P =P,

PER
(somme directe d’espaces vectoriels) ou %, est le sous-espace de % formé des
coefficients de la représentation p.
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P possede un coproduit ¢: P - L @ P déterminé par la formule

c(p)(g, h) =p(gh)

(ou on a identifié un élément de Q. avec une fonction coefficient du groupe
G x G). Les espaces & et V(G) sont mis en dualité par la forme bilinéaire f

suivante:
B:V(G)x# —C, B(vg,p) =p(8)
etona
(2.4.1) B BAS),p®q)=B(f, pq)
et
(2.4.2) BeB(f®k,clp) =B(fk, D).

Soit #* I'espace des formes C-linéaires sur & . Si G n’est pas fini, £ est
de dimension infinie et par conséquent, #* ® * est strictement inclus dans
(P ®P)*. Larestriction de ¢* (I'application duale de ¢) a #* @ #*, munit
P* d’une structure d’algébre. La multiplication sur & est une application
linéaire m: PRF — L soit m*: P* — (PRF)* satransposée. Les formules
de dualité montrent alors que V' (G) s’identifie 2 une sous-algébre de Z°*, et le
coproduit A sur V(G) est la restriction de m* a V(G).

En tant qu’algebre, & est isomorphe au produit direct [] ER Vp(G). On
voit également facilement que la structure involutive de ¥V (G) se prolonge de
fagon unique a2 Z*. Reprenant ’exemple du §2.3, on voit que lorsque G est
abélien, l'algebre P* n’est autre que I'algébre de toutes les fonctions a valeurs
complexes sur G.

3. EQUATION DE CHOQUET-DENY

3.1. Soit ¢ une fonction continue de type positif sur G. Elle détermine un
poids fini 4 sur V(G), par la condition u(yg) = ¢(g~!), ainsi qu’un opérateur
de convolution P sur V(G) par la formule:

Pf=upxf=(u®id)oA(f).

Dans la suite, on aura a considérer deux types de convolution: d’une part la
convolution des fonctions sur le groupe G, d’autre part la convolution définie
ci-dessus au moyen du coproduit A. Pour les distinguer on écrira la seconde
en italique.

Le semi groupe de convolution (P"),>o sur V(G) peut étre dilaté en une
chaine de Markov quantique. Lorsque ¢ est centrale, la restriction de cette
dilatation au centre de I’algébre V' (G) est une chaine de Markov (au sens usuel)
sur ’ensemble R (voir [B1, B2, P]). Lorsque G est un groupe de Lie semi-
simple et ¢ est le caractere d’un poids minuscule, cette chaine de Markov est
le h-processus d’une marche aléatoire sur le réseau des poids entiers du groupe,
tuée a la sortie d’'une chambre de Weyl (voir [B1, B2]) la fonction harmonique
h étant la fonction dimension sur R. On peut montrer (cf. [B2, B3] que la
fonction 4 est unique (a un multiple positif prés), ce qui revient a déterminer
la frontiere de Martin de la chaine de Markov sur R. Il est donc naturel de
chercher a4 déterminer la frontiere de Martin de la chaine de Markov quantique
tout entiére.
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Pour cela commengons par examiner les “fonctions harmoniques” pour
I’opérateur P. Ce sont les solutions positives de 1’équation (dite “équation de
Choquet-Deny”)

(3.1.1) uxf=f

Cette équation n’a en général pas de solution positive dans V' (G) en dehors
de I'identité. Néanmoins, elle conserve un sens pour f dans Z*, et on a
I’analogue suivant du résultat de Choquet-Deny, (valable sous une condition
sur u qui remplace celle de non-dégénerescence du support dans le cas usuel):

Théoreme 3.1. Les solutions positives dans P* de [’équation de Choquet-Deny
sont les éléments de la forme

f= /g edmg(e)

ou &, est l'ensemble des “exponentielles u-harmoniques”, c’est-a-dire des
éléments positifs de FP* veérifiant m*(f) = f f et u(f) =1 et my est
une mesure positive finie sur &, , déterminée de fagcon unique par f .

Ce théoréme est montré dans [B3] (dans le cas ou R est dénombrable) pour
une fonction ¢ telle que ¢(e) = 1, mais la démonstration s’étend sans difficulté
au cas général.

3.2. La condition
m(f)=f®f, [#0,
définit un sous groupe multiplicatif H de &*, qui contient G (voir [B2, B3]).

Lorsque G est abélien, la fonction ¢ est la transformée de Fourier d’une
mesure 4 sur G, et ’équation (3.1.1) est ’équation de ChoqueAt-Deny classique
sur G. Le groupe H est alors le groupe des morphismes de G dans C*, et le
Théoréeme 3.1 redonne le résultat de Choquet-Deny dans ce cas.

Pour un groupe compact quelconque, un élément de H est un caractere de
lalgebre & (si f€ H, f(pq)=m*(f)(p®4q)=f(p)f(q)).

Si G est un groupe de Lie semi-simple simplement connexe, d’algébre de
Lie .%;, et GC le groupe complexe simplement connexe d’algebre de Lie %% +
.4 , alors toute représentation de dimension finie de G se prolonge de fagon
unique en une représentation algébrique de GC, et 2 est I’algebre des fonctions
algebriques sur G¢ (voir Knapp [K]). Tout élément f de H est I’évaluation
en un point de G€ c’est a dire qu’il existe un élément g de G€ tel que f(p) =
p(g). Les groupes H et G sont donc isomorphes, et il n’est pas difficile de
voir que les éléments positifs sont ceux de la forme expiZ; (voir [B2, B3]).

4. NOYAU DE MARTIN

4.1. L’espace &, joue le role de frontiére de Martin abstraite pour ’équation
de Choquet-Deny associée au poids u. Le probleme de la compactification
de Martin consiste maintenant 2 donner une réalisation géométrique de cette
frontiere en “recollant” &, avec I’espace non-commutatif déterminé par V(G).

Pour cela nous allons commencer par construire un noyau de Martin pour la
marche quantique.

Comme je n’ai réussi a démontrer le Théoréme 5.1 que dans le cas ou la
fonction ¢ est centrale, a partir de maintenant on se restreint a ce cas (¢(gh) =
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¢(hg)). Pour une telle fonction, si ¢(e) =1, on a vu dans [B3] que ’ensemble
&, est réduit a un poini, par conséquent, on fera également I’hypothése que

ple) < 1.

4.2. Le poids u posséde une densité par rapport au poids de Haar, qui est
n= [;7:6(g)dg, c’est a dire que u(a) = tr(na) pour tout a € V(G). On en
déduit que Y 72, u*"(a) = tr(va) avec v = [;7g1/(1 — #(g))dg. L’élément
v est positif dans *. Supposons qu’il soit inversible dans Z#* (ce qui est
entrainé par I’hypothése “ 4, ” de [B3]).

Définition 4.1. Le noyau de Martin K est l’application linéaire

K: P - P, pH/)’gl dg//?gl

Remarquons que v est dans le centre de &°*, donc il n’y a pas d’ambiguité
dans la définition du quotient.

4.3. Afin de justifier cette définition, examinons ce qu’elle donne pour un
groupe G abélien: dans ce cas, un élement de & est une combinaison linéaire

de caracteres p = Z gaxx,et K (p) est la fonction sur G:

KG)0) = 3 o ”(” ") = 3 axkix, )
xEG xEG

on voit donc que la donnée de I’application K est équivalente a celle du noyau
de Martin, et de plus, on voit que le prolongement de K(p) a la frontiére de
Martin est égal a la restriction de p a &,: K(p)() = X, cgaxé(x) = p(&)
(rappelons que &, C H C &#*, donc p € & définit bien une fonction sur &,
par dualité).

5. COMPACTIFICATION DE MARTIN

5.1. Pour étendre la notion de compactification au cadre non-commutatif, il
nous faut d’abord donner la version C*-algebrique de la notion de compactifica-
tion d’un espace localement compact. Considérons donc un espace topologique
localement compact E, et une compactification E = E UJE . Introduisons
les algebres de fonctions continues Cy(E) (fonctions nulles a I'infini sur E),
C(E), C(OE). 1l y a une suite exacte de C*-algebres:
0— Co(E) = C(E) - C(OE) - 0

ot la premiere fleche provient de I'inclusion de E dans E et la deuxieme
est la restriction a 0 E . D’apres le théoreme de Gelfand, il est équivalent de
se donner une compactification E — E ou une suite exacte de C*-algebres
commutatives 0 — Co(E) — A — B — 0 telle que A4 soit une sous-algebre
avec unité de l'algebre C,(E) (fonction continues bornées sur E). Dans le
cas du théoreme de Ney et Spitzer, les algebres en question sont: Cy(Z9),
C(Z4 u sy, C(§9-1), et les deux premieres sont isomorphes a %;(T9),
¥0(T9) en identifiant Z¢ au groupe dual du tore T¢.

Si ’on part d’'une C*-algébre sans unité C (considérée comme sous-algebre
d’une algebre F(H)), qui joue le role d’analogue non-commutatif de Cy(E),
I'algebre C,(E) a pour analogue I’algebre M (C) des multiplicateurs de C (cf.
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Pedersen [Ped, 3.12]), et une “compactification non-commutative” de C sera
la donnée d’une sous C*-algebre de M(C) a unité, contenant C.

Il est maintenant facile de formuler I’analogue du théoréme de Ney et Spitzer
pour SU(2): on va montrer que &, est homéomorphe a S?, et alors, I'image
du noyau de Martin et .Z;(SU(2)) engendrent une algébre d’opéateurs bornés
sur L?(SU(2)) incluse dans ’algebre des multiplicateurs de .%;(SU(2)), qui est
‘I’?(SU(2)) , et de plus, le symbole principal de 'opérateur K(p) pour p € L
est donné par une formule explicite qui est formellement la méme que dans le
cas d’un tore (cf. §4.3 ci-dessus). L’algebre ¥9(SU(2)) joue le role de compact-
ification de Martin de la marche aléatoire quantique.

On va donner un énoncé plus précis dans la section suivante.

5.2. Enoncé du résultat principal. Soit G un groupe de Lie compact, semi-
simple, simplement connexe, ¢ une fonction continue, centrale, de type positif
sur G, notons H* I’ensemble des éléments positifs de H, c’est I'image de
i.%; par lapplication exponentielle: exp: %% + i.%; — G® = H. La fonction
¢ se prolonge en une fonction sur H* a valeurs dans R, U{oco} que I’on note
toujours ¢ (cf. [B2]). On fait les hypotheses suivantes sur ¢:

(a) gle) < 1.

(b) ¢ n’est pas invariante par translation par un élément non trivial du centre
de G.

(c) & ={& e H*|¢(&) =1} estnon vide et ¢ est finie dans un voisinage de

”Considérons la restriction de ¢oexp a i ou J est lalgebre de Lie

d’un tore maximal de G, alors cette fonction est la transformée de Laplace
d’une mesure positive finie, par conséquent elle est différentiable a I'intérieur
de Pensemble ou elle est finie (qui contient Q). Par conjugaison, on en déduit
que la fonction ¢oexp est différentiable dans un voisinage de &, .

On va montrer ’analogue suivant du théoreme de Ney et Spitzer.

Théoreme 5.1.
(i) Lélément v = [;7,1/(1 — ¢(g))dg est inversible dans F*(G).
(ii) L’application

d(¢ o exp)($)

I: exp™'(&,) - S(T;(G), ¢&¢v |d(¢ o exp)(&)|

est un homéomorphisme.
(iii) Si G =SU(2), le noyau de Martin K est a valeurs dans ¥(G), et de
plus, pour tout p € P, le symbole principal o(K(p)) est égala pol~'.

Remarques. D’apres ce qu’on a vu précédemment (4.3), la formule donnant le
symbole de K(p) est bien formellement la méme que dans le cas usuel. Les
fonctions de la forme p o /~! forment une algebre de fonctions sur S? qui
sépare les points, on en déduit donc que I'image de K et % engendrent ‘I’?
tout entier.

6. DEMONSTRATION DES POINTS (i) ET (ii) ET ESTIMATION DU POTENTIEL

6.1. Soit %% lalgebre de Lie de G, T un tore maximal de G, d’algebre de
Lie .%, de groupe de Weyl W . On choisit un ordre sur les racines de .%;
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relativement a .47, et on munit .%; de la métrique de Killing, ce qui permet
d’identifier %5 et £ avec T;(G) et T;(T).

Soit p € R, notons yx, son caractere. Soit V' (T) la sous-algebre de V' (G) en-
gendrée par T,ona V(T) ~ l°°(f‘) ou T estle groupe dual de T'. Soit C(G)
le centre de V' (G), alors C(G) ~ [°°(R) . Explicitons ces correspondances: soit
x € T, élément J;rX(6)ysd6 est un projecteur minimal de V' (T) correspon-

dant 2 la fonction indicatrice de x dans 7. De méme, Jedo%,(8)vedg est
un projecteur minimal dans C(G) correspondant a I'indicatrice de p.

6.2. Commencons par montrer le point (i) du théoréeme. On sait que v est un
élément central positif de &°*. Il suffit de montrer que

/G 7,(8)/(1 - ¢(g) dg > 0

pour tout p € R. D’apres ’hypothése (b) sur ¢, il existe 7 € R tel que
J;0(8)X.(g) > 0, et 7 est une représentation injective de G. On en déduit
que pour tout p € R il existe n tel que la représentation 7®” admet p dans
sa décomposition en composantes irréductibles. Par conséquent,

/ "(2)7,(g) > 0
G

etdonc [;7,(8)/(1-4(8))dg > [;4"(8)X,(8) > 0.

6.3. Démonstration de (ii). Remarquons tout d’abord que ¢ étant centrale,
Iaction adjointe de G sur i.%% laisse exp~!(&,) invariante, et 'application /
est équivariante, /(Adg(¢)) = Adg-1(/(§)). T;(T) s’identifie a un sous-espace
de T;(G) grace a la forme de Killing. On va montrer que / envoie i.%; dans
S(T3(T)).

Considérons un élément a € i%;, orthogonal a %7, et montrons que
do(expx)-a =0 pour tout x € i.27. L’espace i.%; admet une décomposition
orthogonale (27 &, ((Eat+E-a)Ni-L5) ol o parcourt I'ensemble des racines
positives de %5 + i.%; par rapport a la sous-algebre de Cartan % + i.%% et
E, est le sous-espace radiciel associé 2 «. Par linéarité il suffit de prendre a
dans (E,+ E_,)Ni%G. Lélément x s’écrit x = x, +y ou y commute avec
aet xy,et xo€[E,+E_o,E.+E_J]Ni%.

L’algebre de Lie £, +i.%, engendrée par E,+ E_, est isomorphe a sl/(2) =
su(2) + isu(2). Posons y(e) = P(exp(y +¢)), ¢ € i.4,. La fonction y est
centrale et il faut montrer que dy/(x,)-a = 0. On est donc ramené a démontrer
le résultat pour G = SU(2), et T le sous-groupe diagonal. L’espace isu(2) est

formé des matrices (“ 7 ), u€R, z€C, et (E,+E_,)Nisu(2) des matrices

(%9Z). Une fonction sur isu(2) qui est centrale est une fonction de u? + zZ,
donc le résultat suit quand on remarque que 4(zZ),—o = 0. D’aprés ce qu’on
vient de voir, la propriété (c) et [N-S, Lemma 1.1], la restriction de ¢ a i}, est
une homéomorphisme de exp~!(&,)Ni%% avec S(T;(T)). Le groupe G étant
semi-simple et T un tore maximal, il résulte de la propriété d’équivariance que
[ est un homéomorphisme de exp~!(&,) avec S(T}(G)).

6.4. En identifiant un élément de R avec le poids dominant de la représenta-
tion correspondante, on voit que R s’identifie 2 une chambre de Weyl dans T .
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L’opérateur P de convolution par u sur V(G) laisse les algebres V(T)
et C(G) invariantes. Il définit des opérateurs sous-markoviens sur [°(T) et
[*(R), donnés par des noyaux p(p, 1) et g(p, 1), sur T etR respectivement.
p est le noyau de convolution (attention, il s’agit aussi d’une convolution sur T

qui est un groupe!) associé a la mesure sur T dont la transformée de Fourier
est la restriction de ¢ a T. On va voir que les noyaux p et g sont reliés par
le groupe de Weyl.

On note 7 la demi-somme des racines positives.

Proposition 6.1.

alp,1)=-LY" det(w)p(n+p, w(n+1)).
dt weWwW

Démonstration. (Dans cette démonstration, on note multiplicativement les car-
acteresde 7.) On a

q(p, 1) = /xp ,(g)rb(g)dg, p,TER,

et
p(p, 1) = /T p(O)T(0)b(0)d0,  p,TeT
(voir [B2, Théoremes 3.1 et 3.2]). On a donc
d
ap. )= /G 1(8)7.(8)8(8) dg

d 1
LT |, 1o OXL0)8(6)

2
> w(n)(6)
weW

d’aprés la formule d’intégration de Weyl [B-tD]

d, ] / > det(w)w(n +p)(0) Y det(w')w'(7+7)(0)$(6) d6

weW w'ew
d’apres la formule du caractére de Weyl

-2 / Z det(w)(n + p)(O)w (7 + 7)(0)p(0) dO

wGW

” > det(w)p(n+ p, w(n+1)).
T wew

Corollaire 6.1. Notons v et u les potentiels des chaines de Markov sur R et T,
ona

v(p, 1) Zdet um+p, wn+1)).
T wew

6.5. Une conséquence de ce calcul est une estimation asymptotique du noyau
potentiel de la chaine sur R, loin des murs de la chambre de Weyl. On a, en
notant O le caractére trivial sur 7T:

1) =d, z det(w)u(n, w(n + 1)).

weW
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Faisons tendre |7| vers oo de sorte que t/|t| — & € S(T;(T)), alors, d’apres
le théoreme de Ney et Spitzer, on a pour 7’ € T tel que 7+ 7’ reste dans R:

u(0, T+7) = u(0, 1) O 4 o(1))

on en déduit que

v(0, 1) =d,u(0, T (Z det(w e(’_'(f)""’”(”))+o(l))

weW

= d,u(0, 7)el”'@-n (]‘[ sh(I=1(¢), a) + o(l))

a>0

d’apres la formule du dénominateur de Weyl, le produit étant pris sur les racines
simples positives a .

Cette estimation n’est pertinente que lorsque & n’est pas dans un mur de
la chambre de Weyl, auquel cas [],., sh(I~1(¢), @) > 0. Nous en tirons la
proposition suivante qui sera utile par la suite.

Proposition 6.5. Soit p € R et faisons tendre |t| vers oo de sorte que t/|t| —
€ S(T;(T)) et & n’est pas dans un mur, alors

v(0, T+ p)/v(0, T) — 7' €)0),
Démonstration. D’apres ce qui précede il suffit de calculer la limite de

dp+:u(0, p +1)/d,u(0, p),

mais la fonction dimension p — d, est polynomiale, donc d,;./d, — 1 et
u(0, p+1)=u(-p, 1), donc le théoreme de Ney et Spitzer donne le résultat.

7. DEMONSTRATION DE LA PARTIE (ili) DU THEOREME

7.1. On se limite maintenant a G = SU(2) le groupe des matrices complexes
2 x 2 unitaires de déterminant 1. Pour tout ce qui concerne les résultats sur les
représentations de G je renvoie a Vilenkin [V].

Comme dans [V], indexons les représentations irréductibles de G par les
demi-entiers / € 1N, et considérons la base (P} 1) de I'espace des fonctions
coefficients de la représentation associées a /, de dimension 2/ + 1, les indices
j, j' étanttels que: /—j, [—j' sontentiers, et —/ < j, j' < /. Rappelons que
X = j:_ ! P’ est le caractere de cette représentation. La fonction centrale de
type positif ¢ sur G est de la forme ¢ = Z,EN/Z X, les ¢; étant positifs. On

suppose que les coefficients ¢;, / € N+ % ne sont pas tous nuls, (hypothése (b))
et que ¢(e) < 1. Soit &; I’ensemble des éléments positifs de SL(2, C) tels
que ¢(f) = 1. On va commencer par expliciter ’application /. On a

u z _ sh(( 21+1)\/u2+zz)_ 5
¢(e"p(z —u)) _,EEN;Z (Va2 + 22) (v + 22)

L’application 4 étant strictement convexe sur (0, +oo) avec A(0) = ¢(e) < 1,
il existe un unique réel a > 0 tel que A(e) = 1. L’ensemble exp~!(&;) est
formé des éléments de isu(2) de norme a. On vérifie alors facilement que
’application / n’est autre que ’homothétie de rapport 1/a.
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Le potentiel v = [;1/(1 - ¢(g))y,dg est de la forme
U= Z Vixi
IeN/2
et d’apres la Proposition 6.2, si m € Z
quand / — oo, Vipm/V = €72M 4 o(1).

7.2. Soit w un élément de su(2), il définit un champ de vecteurs invariant
a droite X, sur G, et donc un opérateur auto-adjoint non borné iX, sur
L*(G). Soit C = —(X2 + X2 + X2) l'opérateur de Casimir ot (w;, w;, w3)
est une base orthonormée de su(2). C est autoadjoint positif sur L?(G). On

pose N=,/11d+C.

Lemme 7.1. Pour tout w € su(2), iX,/N € ¥Y¥(G) et a(iXy/N)(&) = (&, w).

Démonstration. iX,, estun opérateur (pseudo-)différentiel d’ordre 1 invariant a
droite dont le symbole principal est (-, w). De méme, Id+C est un opérateur
d’ordre 2 dont le symbole principal est 1, et il est de plus autoadjoint > Id.
On en déduit le résultat par le calcul fonctionnel sur les opérateurs pseudo-
différentiels.

7.3. Lemme 7.2. Les fonctions ((P
vectoriel 2 (G).

Démonstration. Les fonctions Pf %(g-g“) sont les combinaisons linéaires des

I~ ol

)& 87 1))nen, gec engendrent I’espace
2

(ST

fonctions Pk%, de la forme

aan%+aBP_%% %+5,3P§_%+BFP_%% —1>

2
ou a, f € C, donc en prenant les puissances et en utilisant les identités de
.. 4 . .
polarisation, tous les polynomes en P/, sont dans I’espace vectoriel engendré

par les fonctions ((Pf %)"(g - g7 1) et donc tout £(G).

Les fonctions p € & pour lesquelles le Théoreme 5.1(iii) est vérifié forment
un espace vectoriel, qui est stable par I’action adjointe de G (car ¢ est centrale),
donc d’apres le lemme précédent, il suffit de montrer le point (iii) du Théoréeme

5.1 pour les fonctions de la forme (Pf >
2

Dans la suite on note pour simplifier Pf y = P et P} ;= P} . Il faut donc
montrer que K(P") € ¥9(G) et que son symbole principal est P" oexpol~!.

7.4. Soit t=1(}5) €su(2), d’aprés 7.1 la fonction Poexpo /~! est égale a
sha(-, t)+cha, donc d’apres le Lemme 7.1 I'opérateur (shaiX;/N+cha Id)" €
‘I’?(G) et a pour symbole principal P" o expo /=1, et il suffit pour démontrer
le théoreme de montrer que (shaiX;/N + chald)" — K(P") est un opérateur
compact pour tout n.

Notons E! I'opérateur de convolution a gauche par la fonction (2! + 1)P!

sur L2(G). Ces opérateurs sont des projecteurs auto-adjoints orthogonaux entre

Cux.
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Lemme 7.3. - iy
2o Y g
p—t j.
N eN, i< i<! 2l +1
D’apres la remarque précédant le lemme, la somme définit bien un opérateur
borné sur L*(G) car les coefficients 2j/(2l + 1) sont bornés.

Démonstration. D’apres un résultat classique de théorie des représentations de
su(2) (voir [V]), on a iX; = Yoy _<jJE; €t C = ey _i<j i+ 1EL,
d’ou le résultat. Il reste a évaluer 'opérateur K(P") en terme des EJ’ .

7.5. Lemme 7.4.
-7 l+j+1
! _ /2 +1/2
PP = srvibmn ¥ 251 D

Démonstration. C’est un cas particulier de la formule (2), Chapitre III, 8 de
Vilenkin [V]. On déduit du Lemme 7.4 que

k=n
P"Pl=%"C,n,k, )P
k=0

ou les coefficient C(/, n, k, j) sont positifs.
7.6. De la formule ci-dessus on tire
Lemme 7.5.
Pn k=n n n
m=z Z ZC(I—k+§’ n’k>j_§)vl—k+n/2pj!-

IEN —I<j<l k=0
Démonstration. On a

% =Y uPy =Y v PP
1 / J

k=n
=Y ud Y cd.n k, HPL"
/

J k=0
ken n n
_ : !
_Z Z ZC(I—k+§a”,k,J—E)UI—kM/sz-
1EN/2 —1<j<I k=0
1.7. Le dernier calcul va consister a estimer les coefficients C(/, n, k, j).

Lemme 7.6. Pour tout neN et 0<k <n ona

Cllin k. jy=ck(loi+} (it H+o(1)
IR D)=\ T 20+ 1
uniformément en j pour -1 < j<I.

Démonstration. On a

k=n+1
PrH-lPJ{ — Z C(l, n+ 1 , k, j)Pl+k—(n+l)/2
k=0

Jj+(n+1)/2
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et
P"'pl = p(P"P!)
k=n
=Y CU,n, k, )PP "
k 0
l+k—n—j sik—ni2-12
E: (mk,J <§F¥ZF:71T3HMHVZ
I+k+j+1 ivk—n2e1/2
2] + 2k —n 41" j+n+D)/2
donc
I+ k-
l+k n+J
SR CU k=1, )

Supposons le lemme démontré pour I’entier n, alors, lorsque / — oo on a

l+k+j+1 _l+j+}
Mrdk-nti- 2i¢1 ToW

et
I+k-n-j—-1 I-j+1
2042k—-n—-1 " 2[+1
uniformément en j et kK pour -/ < j </ et 0<k <n, et donc

N e P I EE AN IR R A T
k—1 n—k+1
I=j+d e (1=i+d\ 7 (Li+d
Yo @\ e ) (aer ) oW

_Ck l—j+% k l+j+% n—k+l+ (1)
A WY | 20+ 1 0

ce qui démontre la formule par récurrence sur 7, le cas n = 1 étant immédiat.
7.8. Du Lemme 7.5 on déduit que

kpy=%" % ZC(l—k+2,n k,j-5) kg

IEN —I<j<l k=0 !

+0(1)

D’apres 7.1 et le Lemme 7.6 on a

n n I—j+4 k I+j+1 nk
_ n i\ _ ok - 2 2
c@ k+3.n,k,j 2) 69(2L+1) (2L+1) +o(1)

Vi—ieans2/v = €720 4 o(1)
uniformémént en k£ eten j lorsque / — co.

et




THEOREME DE NEY-SPITZER SUR LE DUAL DE SU(2) 193
On a donc

e+
ny _ k 2 e(n—2k)a /} !
P)_ZZ ZC(ZHI) (2l+1) & E

IeN —I<j<I \k=0

= e® +e @ +& | E
o 1T 2]+ 1 20+ 1

=Y. > (cha+sha 2 \'gl 4 gl
2+1) TITET

leN -I<j<I

ou les coefficients gj! sont en o(1) uniformément en jquand/ — oo uni-
formément en j. Finalement, d’apres le Lemme 7.1:

K(P")—(chald+sha—) +> > &E.

leN —I<j<I

l’opérflteur dieN - 1<j<l é"j’ E! étant un opérateur compact, la démonstration
du théoréme est terminée.

8. CAS D’'UN GROUPE SEMI-SIMPLE

Indiquons brievement les difficultés recontrées lorqu’on essaie d’étendre la
démonstration qui précéde au cas d’un groupe semi-simple de rang > 2. Dans
ce cas deux problemes restent a résoudre pour démontrer le point (iii) du
Théoréeme 5.1. Le premier est d’obtenir la Proposition 6.2 lorsque ¢ est dans
un mur de la chambre de Weyl. Pour cela il faudrait améliorer I’équivalent
du noyau potentiel donné dans I’article de Ney et Spitzer afin de tenir compte
des annulations produites par la somme alternée sur les éléments du groupe de
Weyl.

Le second probleme est d’avoir suffisamment de renseignements asympto-
tiques sur les coefficients de Clebsch-Gordan. On ne connait pas de formules
explicites pour ces coefficients en général. D’autre part, les calculs du §7 utilisent
implicitement le fait que I’algébre (commutative) engendrée par V(T) et C(G)
est stable par I'opérateur de convolution P . Ceci n’est plus vrai en général pour
des groupes de rang supérieur, en fait seul le commutant de cette algebre reste
stable, et il est différent de I’algebre s’il existe des représentations irréductibles
dont la restriction 4 T a des poids de multiplicité > 2.

A cause de ces difficultés, la méthode utilisée dans cet article ne semble pas
donner de résultat pour un groupe semi-simple général, et il faut trouver d’autres
idées pour résoudre ce probleme.
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